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ВВЕДЕНИЕ 

 
 
Проведенный анализ публикаций научной литературы позволяет сде-

лать вывод, что на сегодняшний день внимание ученых, специализирующих-

ся как в теоретических, так и в прикладных областях наук, обращено на изу-

чение и создание новых инженерных материалов, обладающих необходимы-

ми свойствами. Особенно отчетливо эта тенденция проявляется в направле-

ниях, изучающих соединения, находящиеся в конденсированном состоянии. 

Зачастую решения концептуальных задач, позволяющих раскрыть фун-

даментальные закономерности, лежащие в основе парадигмы «состав – 

структура – свойства», основываются на применении методик, использую-

щих весьма подробные экспериментальные данные. В свою очередь ограни-

ченность сырьевых, энергетических и временных ресурсов значительно за-

трудняет подобные чисто эмпирические методы поиска образцов с необхо-

димыми физическими свойствами. Таким образом, данная ситуация обуслов-

ливает объективную необходимость использования иных методов поиска, – 

например, подходов, основывающихся на эффективном математическом мо-

делировании эксплуатационных характеристик искомых материалов. 

Примером такого метода может являться инфракрасная спектроскопия, 

которая позволяет проводить количественный и качественный анализ соеди-

нений; изучать природу химических связей; исследовать симметрию молекул 

и ионов и т.д. Из названия следует, что анализ проводится по инфракрасным 

спектрам поглощения веществ, в области установления их упругой ионной 

поляризации. Для их получения можно использовать различные математиче-

ские модели деформационной поляризации, однако большинство из них 

сформированы в рамках классического подхода и, зачастую, не способны 

предоставить адекватные значения. Исключение составляет системная мо-

дель поляризации диэлектрика [114]. Данная модель позволяет проводить 

наиболее адекватное на сегодняшний день имитационное моделирование по-
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ляризационных характеристик диэлектрических композитов. Анализ совре-

менного состояния этой области науки позволяет утверждать, что данной 

проблемой достаточно продуктивно занимается научная школа на базе 

Амурского государственного университета, под руководством Н.С. Костюко-

ва и И.Е. Еремина [111 – 116]. 

Вышесказанное позволяет сделать вывод, что создание более эффек-

тивной математической модели упругой ионной поляризации и соответству-

ющего ей численного метода расчета динамических параметров, а также реа-

лизация на их основе нового программного продукта, способного автомати-

зировать процесс адекватного имитационного моделирования поляризацион-

ных характеристик образца, является актуальной задачей. 

Поскольку щелочно-галоидные кристаллы образуют компактную 

группу веществ со схожими физическими свойствами и являются наиболее 

типичными материалами изучаемыми физикой конденсированного состоя-

ния, они были выбраны в качестве модельных кристаллов. Объектом же ис-

следования в данной работе стал процесс излучения и поглощения энергии 

веществами. Предметом исследования явился процесс упругой ионной поля-

ризации кристаллических диэлектриков, в ходе которого и происходит по-

глощение и излучение электромагнитных волн рассматриваемого инфра-

красного диапазона. 

Основные разделы диссертации выполнялись в рамках тематики гос-

бюджетной НИОКР АмГУ «Компьютерное моделирование характеристик 

природных и технических систем» (2010-2014 гг., гос. № 0120.1053818), а 

также НИР №145 «Кибернетическое моделирование внутренней микрострук-

туры вещества», выполненной по государственному заданию вузам Мини-

стерства образования и науки Российской Федерации (2014-2016 гг., гос. № 

114030440029). 

Основная цель исследования заключается в разработке модификации 

системной модели процесса упругой ионной поляризации диэлектрика, 

направленной на увеличение точности моделируемых поляризационных ха-
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рактеристик; создании на основе предлагаемой модификации модели соот-

ветствующего ей численного метода расчета собственных параметров кри-

сталла и динамических параметров процесса, а также реализации программ-

ного продукта, автоматизирующего расчет исследуемых поляризационных 

спектров. 

Для достижения поставленной цели были сформулированы и решены 

следующие задачи: 

1) анализ существующих математических моделей процесса упругой 

ионной поляризации; 

2) структурный синтез существующей системной модели, адекватно 

описывающей характеристики процесса; 

3) создание численного метода расчета собственных параметров кри-

сталла и динамических параметров процесса; 

4) разработка протокола, управляющего основным исполняемым моду-

лем;  

5) реализация программного продукта, позволяющего проводить ком-

пьютерное моделирование спектральных характеристик выбранной группы 

кристаллических диэлектриков. Анализ и сравнение полученных результатов 

со значениями в справочной литературе.  

Методы исследования. Решение поставленных задач проводилось с 

использованием следующих подходов: инженерная методика реализации 

машинных моделей сложных систем; методы многомерной оптимизации; ма-

тематический аппарат передаточных функций и их частотных аналогов; ме-

тод построения структурных схем и эквивалентных им преобразований; об-

щие методы математического моделирования; концепция объектно-

ориентированного программирования; общие принципы алгоритмизации.  

Научная новизна результатов работы состоит в следующем: 

1. Впервые получена новая математическая модель процесса упругой 

ионной поляризации двухатомного кристалла, позволяющая выделить анали-

тическую взаимосвязь динамических параметров процесса с собственными 
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физическими свойствами поляризуемых частиц. Данная модель отличается 

своей структурой от известных описаний. 

2. Предложен оригинальный алгоритм, основанный на циклическом 

применении последовательности алгоритма прямого перебора и метода по-

координатного спуска. Данный метод, в рамках использования разработан-

ной модификации системной модели, позволяет получить значения эффек-

тивных зарядов ионов и коэффициентов сжимаемости щелочно-галоидных 

кристаллов, близкие к результатам классических расчетов. В результате рас-

четов получены различные значения эффективных зарядов аниона и катиона 

одного и того же материала, что отличается от известных справочных дан-

ных. Также было рассчитано значение коэффициента сжимаемости кристалла 

бромида цезия, ранее не отраженное в литературных источниках. Получен-

ные значения физических величин позволяют повысить эффективность мо-

делирования инфракрасных спектров соответствующих веществ. 

3. Разработан авторский протокол, который лежит в основе реализо-

ванного пакета прикладных программ. Данный пакет позволяет осуществ-

лять автоматизированный расчет собственных энергетических параметров 

кристаллов и динамических параметров процесса, а также проводить имита-

ционное моделирование инфракрасных спектров рассматриваемых материа-

лов. 

Защищаемые положения: 
1. Структурная модификация системной модели процесса упругой ион-

ной поляризации двухатомного кристалла, направленная на использование в 

качестве входных данных собственных параметров кристалла и динамиче-

ских параметров процесса, позволяет проводить более точный расчет поля-

ризационных характеристик, по сравнению с существующими моделями. Ре-

зультаты данного расчета вполне соответствуют данным физических экспе-

риментов. 

2. Алгоритм параметрического синтеза предлагаемой модификации ис-

ходной модели, заключающийся в последовательном применении двух рас-
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четных каскадов, использующих собственные параметры объекта и динами-

ческие параметры рассматриваемого процесса, а также численный метод, ос-

нованный на интеграции предлагаемой модели и авторского алгоритма, поз-

воляющие проводить автоматизированную минимизацию отклонения моде-

лируемой характеристики от контрольных данных, полученных в результате 

физических измерений. 

3. Протокол расчета, осуществляющий связь всех компонентов пакета 

прикладных программ и управление основным исполняемым модулем, кото-

рый позволяет проводить всю необходимую совокупность вычислительных 

процедур в рамках проведенного исследования. 

Практическая значимость основных результатов проведенного ис-

следования состоит в том, что общая совокупность полученных математиче-

ских моделей, а также метода поиска численных значений энергетических 

параметров кристалла и динамических параметров рассматриваемого про-

цесса, позволяет осуществлять компьютерное моделирование инфракрасных 

спектров щелочно-галоидных кристаллов в области их ионной поляризации, 

адекватные их физическим аналогам. Кроме того, на базе предлагаемых ма-

тематических моделей разработаны и официально зарегистрированы три по-

лезные модели [117 – 119] и две программы для ЭВМ [120, 121], которые ис-

пользуются для компьютерного моделирования инфракрасных спектров ще-

лочно-галоидных кристаллов при обучении студентов Амурского государ-

ственного университета, проходящих подготовку по направлениям 09.03.02 – 

Информационные системы и технологии, 09.04.01 – Информатика и вычис-

лительная техника, 09.04.04 – Программная инженерия.  

Использование результатов диссертационной работы – их внедрение 

в научно-исследовательскую деятельность Дальневосточного государствен-

ного аграрного университета (г. Благовещенск) для компьютерного модели-

рования инфракрасных спектров типовых строительных бетонов Амурской 

области с минеральными добавками в целях комплексного исследования их 
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теплозащитных свойств в рамках НИР №21 «Строительство» (Раздел 7. Бе-

тоны для малоэтажного строительства в условиях Дальнего Востока). 

Апробация диссертационных материалов проведена на пяти междуна-

родных и одной Всероссийской научных конференциях и семинарах, среди 

которых: 52-я Всероссийская научная конференция МФТИ «Современные 

проблемы фундаментальных и прикладных наук» (Москва, 2009); XXIII 

Международная научная конференция «Математические методы в технике и 

технологиях» (Саратов, 2010); VIII Международная научно-техническая 

конференция «Аналитические и численные методы моделирования есте-

ственно-научных и социальных проблем» (Пенза, 2010); XXXIV Междуна-

родная научная конференция «Математические методы в технике и техноло-

гиях» (Пенза, 2011); I Международная научная конференция «Современное 

состояние минералогии» (Казань, 2013); XVIII-XIV Международная научно-

практическая конференция «Научная дискуссия: вопросы технических наук» 

(Москва, 2013); Международная заочная научно-практическая конференция 

«Научная дискуссия: вопросы математики, физики, химии, биологии» 

(Москва, 2013); X International IEEE Scientific and Technical Conference 

«Dynamics of Systems, Mechanisms and Machines» (Omsk, 2016). 

Публикации по теме проведенного квалификационного исследования 

представлены 18 печатными работами, в числе которых 7 статей [68, 122-

127], опубликованных в отечественных журнальных изданиях, рекомендо-

ванных ВАК; 6 тезисов и материалов докладов на международных и всерос-

сийских научных конференциях [69, 128-132]; три патента на полезные моде-

ли [117-119] и два свидетельства о государственной регистрации программ 

для ЭВМ [120-121].  

Личный вклад автора диссертации заключается в математической об-

работке усложненной модификации исходной системной модели исследуе-

мого процесса; практической реализации всего набора необходимых вычис-

лительных экспериментов; разработке алгоритмов и исходного кода защища-

емых программных продуктов. 
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Участие соискателя в подготовке работ, опубликованных в соавтор-

стве, состоит в следующем. В публикациях [117 – 119] им была составлена 

структурная схема, проведена практическая проверка разработанных моде-

лей на различных видах кристаллов путем проведения серии вычислитель-

ных экспериментов. В работах [120, 121] осуществлена разработка вычисли-

тельных алгоритмов и реализация их в виде готового программного продук-

та. В статьях [68, 122, 123, 125, 127] представлены полученные диссертантом 

результаты моделирования поляризационных характеристик, рассматривае-

мых в работах диэлектриков. В статье [69] автором был предложен алгоритм 

определения численных значений параметров модели. В работах [128 –129] 

автором были представлены результаты вычислительных экспериментов. В 

работах [131, 132] для практических расчетов поляризационных характери-

стик был использован представленный авторский программный продукт. 
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ГЛАВА 1.  
СУЩЕСТВУЮЩИЕ ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ 

МОДЕЛИ ИОННОЙ ПОЛЯРИЗАЦИИ 
 

Способность поляризоваться под действием внешнего электрического 

поля – одно из важнейших свойств диэлектрика. Поляризация связана с из-

менением положения в пространстве частиц диэлектрика, имеющих заряд то-

го или иного знака, в результате чего макроскопический объем диэлектрика 

приобретает индуцированный электрический момент, которым он ранее не 

обладал. При упругой ионной поляризации в качестве заряженных частиц, 

смещающихся под действием электрического поля, выступают ионы, состав-

ляющие гетерогенные молекулы.  

Ионная поляризация характеризуется следующими особенностями. Во-

первых, она не обладает свойством универсальности для всех диэлектриков 

(как электронная), а присуща только диэлектрикам с явно выраженным ха-

рактером ионной связи в молекулах или кристаллической решетке. Типичные 

представители диэлектриков, в которых ионная поляризация играет значи-

тельную роль, – семейство щелочно-галоидных кристаллов. 

Вторая особенность состоит в том, что время установления упругой 

ионной поляризации значительно больше времени установления электронной 

поляризации и обычно составляет 10-14 – 10-15 с [1]. Это означает, что данный 

вид деформационной поляризации успевает полностью установиться в пере-

менных полях, включая сверхвысокочастотные. Однако в инфракрасной об-

ласти спектра возможно запаздывание установления ионной поляризации, 

что объясняется гораздо большей массой ионов, смещающихся под действи-

ем внешнего электрического поля, в сравнении с массой электронов. Тем не 

менее время установления ионной поляризации все же меньше, чем тепловой 

и объемозарядной.  
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1.1.  Общие понятия теории поляризации диэлектриков 
Для установления количественных закономерностей формирования 

электрических полей в диэлектрике обычно используют следующую теоре-

тическую модель [2, 3]. Гипотетическая пластина из однородного диэлектри-

ка помещается в однородное внешнее электрическое поле с напряженностью 

E0, образованное двумя бесконечными параллельными плоскостями с разно-

именными зарядами (рис. 1.1).  
 

 
Рис. 1.1. Поляризация диэлектрика. 

 
Под действием поля, на грани образца, обращенной к положительной 

плоскости, возникает избыток отрицательных зарядов, а на противоположной 

грани, обращенной к отрицательной плоскости, – избыток положительных, 

т.е. вещество поляризуется. Такие наведенные заряды называют связанными. 

В связи с тем, что поверхностная плотность связанных зарядов однозначно 

меньше поверхности свободных зарядов плоскостей, поляризация диэлек-

трического материала вызывает уменьшение электрического поля, эффек-

тивно действующего внутри образца, в сравнении с величиной приложенного 

поля. 

 

1.1.1.  Поляризация и диэлектрическая проницаемость 

В обычном состоянии дипольные моменты отдельных молекул ионного 

диэлектрика равны нулю, так как система находится в равновесном состоя-

нии. Следовательно, суммарный дипольный момент диэлектрического об-
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разца также равен нулю. При помещении диэлектрика в электрическое поле 

происходит смещение подрешетки положительных ионов относительно под-

решетки отрицательных на расстояние x, в результате чего каждый макро-

скопический объем приобретает наведенный момент, т.е. диэлектрик поляри-

зуется. Для удобства рассмотрения процесса можно ограничиться лишь ион-

ной парой, – например, молекулой поваренной соли NaCl, представленной на 

рис. 1.2. 

 

 
Рис. 1.2. Ионная поляризация молекулы типа NaCl. 

 
В качестве величины, определяющей степень поляризации диэлектри-

ка, используют дипольный момент единицы объема. Для описания поляриза-

ции в данной точке используется физическая величина, называемая поляри-

зованностью и определяемая суммой дипольных моментов [4]: 

,
1

∑=
=

→→ V

i
iP µ  (1.1) 

где P – поляризованность единицы объема образца; V – общее число элемен-

тарных диполей; μi – элементарные диполи. 

В свою очередь дипольный момент определяется как произведение ве-

личины заряда на смещение: 

,xerr
=µ  (1.2) 

где e – заряд частицы; x – ее смещение. 

В рамках макроскопической теории поляризационные процессы опи-

сываются понятием диэлектрической проницаемости материала ε, зависящей 

только от свойств данного материала. Диэлектрическая проницаемость веще-
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ства показывает, во сколько раз ослабляется электрическое поле вакуумного 

конденсатора при внесении в него рассматриваемого диэлектрика: 

,
0

0
εε

→
→

=
EE  (1.3) 

где E – напряженность поля с диэлектриком; E0 – напряженность электриче-

ского поля в вакуумном конденсаторе; ε0 – электрическая постоянная; ε – ди-

электрическая проницаемость материала [1]. 

Исследования взаимодействия изотопного диэлектрического материала 

с электрическим полем малой амплитуды показывают, что у «линейных» ди-

электриков поляризованность P пропорциональна напряженности приложен-

ного электрического поля E. В случае, если диэлектрик изотропный, направ-

ления P и E совпадают: 

,0
→→

= EP χε  (1.4) 

где χ – безразмерная величина, называемая диэлектрической восприимчиво-

стью вещества, характеризующая способность вещества поляризоваться.  

Диэлектрическая проницаемость и электрическая восприимчивость, в 

свою очередь, связаны соотношением: 

.1 χε +=  (1.5) 

Так как величина χ всегда положительна, то для любого вещества ди-

электрическая проницаемость больше единицы (лишь для вакуума χ=0 и, 

следовательно, ε=1). 

Если в единице объема диэлектрика содержится N частиц с поляризуе-

мостью α каждая, то поляризованность будет равна: 

,ENNP αµ ==  (1.6) 

что при сопоставлении с уравнением (1.4) дает возможность получить выра-

жение для электрической восприимчивости: 

.
0ε
αχ N

=  (1.7) 
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В соответствии с формулой (1.5) диэлектрическая проницаемость рав-

на: 

,1 0εαε N+=  (1.8)  

т.е. зависит от поляризуемости частиц и содержания частиц в единице объе-

ма вещества. 

В анизотропных кристаллах диэлектрическая проницаемость различна 

в разных направлениях. 

Стоит отметить, что при наличии процессов релаксации диэлектриче-

скую проницаемость записывают в комплексном виде [5]: 

,εεε ′′+′= i  (1.9) 

где ε ′  – мнимая составляющая комплексной диэлектрической проницаемо-

сти; ε ′′  – действительная составляющая. 

 

1.1.2.  Комплексные поляризуемости частиц 

Рассмотрим динамическую картину упругой ионной поляризации кри-

сталлического диэлектрика на базе классической модели, в рамках которой 

чаще всего изучают перераспределение ионов формульной единицы NaCl. 

Известно, что любое физическое явление в динамике может быть адек-

ватно описано на базе законов механики Ньютона. Математическое описание 

процесса ионной поляризации формируется на базе уравнений балансов сил, 

действующих в системе (рис. 1.3), построенной на основании статического 

изображения ее механизма (рис. 1.2). 

Таким образом, на каждую из поляризуемых частиц с зарядами –q1, +q2 

и массами m1, m2, которые обладают некоторым ускорением, действуют элек-

тродвижущие силы F1 и F2, обусловленные напряженностью внешнего элек-

трического поля; квазиупругие силы Fупр.1 и Fупр.2, стремящиеся вернуть ча-

стицы в положение равновесия, основанные на электрическом взаимодей-

ствии заряженных частиц; силы сопротивления Fсопр.1 и Fсопр.2, вызванные 

объективно существующим внутренним трением [6]. 
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Рис. 1.3. Схема балансов сил при упругой ионной поляризации. 

 
В результате, обозначив все факторы, действующие на частицы, можно 

получить уравнение балансов сил, описывающее динамику рассматриваемо-

го процесса: 

),()()()(

);()()()(

2222
2
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2
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2
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dt

txdm

tFtFtF
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−−=

−−=
 (1.10) 

где x1(t), x2(t) – величины смещений ионов от их равновесных состояний. 

Каждую из вышерассмотренных сил на базе их трактовок [7 – 9] можно 

представить в дифференциальной форме записи: 
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 (1.11) 

где q1, q2 – электрические заряды частиц; τ1, τ2 – время релаксации процесса; a 

– коэффициент упругости ионной связи. Подставив уравнения (1.11) в выра-

жение (1.10) и выполнив перегруппировку слагаемых и коэффициентов для 

достижения компактности конечной системы уравнений, получим: 
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Следует отметить, что непосредственный интерес представляют не 

смещения самих зарядов x(t), а динамика изменения наведенных ими ди-

польных моментов, поэтому, учитывая замены (1.2), полученное выражение 

(1.12) принимает следующий вид: 
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 (1.13) 

Если внешнее электрическое поле является гармоническим, – напри-

мер, синусоидальным, то коэффициенты левых частей системы уравнений 

(1.13) можно заменить типовыми параметрами вынужденных гармонических 

колебаний с трением [10]: 
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где b1 , b2 и ω01, ω02 – коэффициенты затухания и частоты собственных коле-

баний ионов. Данное выражение позволяет получить частотные зависимости 

комплексных поляризуемостей α(jω) частиц, которые формируются, как пра-

вило [9, 11 –12], путем решения дифференциального уравнения (1.14) мето-

дом комплексных амплитуд: 
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Комплексная поляризуемость атома в концентрированном виде отра-

жает воздействие внешнего переменного электрического поля на внутреннее 

движение в атоме [13]. 
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1.1.3.  Оптические показатели преломления и поглощения  

Кроме фундаментальных характеристик вещества, таких как химиче-

ский состав, плотность, вязкость, электропроводность, одно из основных 

мест принадлежит оптическим постоянным – показателю преломления n и 

показателю поглощения χ. Эти величины, описывающие взаимодействие 

электромагнитного поля со средой, чутко реагируют на изменение ее состава 

или структуры. Поэтому оптические методы измерения n и χ, сочетающие 

высокую точность, быстродействие, возможность неразрушающего и ди-

станционного контроля, получили широкое распространение в практике фи-

зико-химического анализа. Но эти методы совершенно недостаточно исполь-

зуются для контроля поглощения сред (χ>10-4 – 10-3), хотя известно, что спек-

тральные и оптические характеристики наиболее чувствительны к измене-

нию состояния вещества в области полос поглощения [14].  

Из уравнений Максвелла следует, что величина диэлектрической про-

ницаемости вещества практически эквивалентна квадрату его оптического 

показателя преломления при частоте колебаний электрического поля, при-

ближающейся к бесконечности: 

),()(ˆ2 ωεω jjn =  (1.16) 

где n̂ (jω) – комплексный оптический показатель преломления, представля-

ющий собой соотношение: 

).()()(ˆ ωχωω jnjn +=  (1.17) 

Таким образом, частотные зависимости (1.17) и (1.9) на основании 

(1.16) могут быть связаны следующим уравнением: 

),()(2)()()()( 22 ωχωωχωωεωε njnj +−=′′+′  (1.18) 

что позволяет сформировать выражения для расчета действительной и мни-

мой частотных характеристик комплексной диэлектрической проницаемости: 

).()(2)(
);()()( 22

ωχωωε
ωχωωε

n
n

=′′
−=′  (1.19) 
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Рассматривая (1.19) в качестве системы линейных алгебраических 

уравнений, отвечающих частному виду функций n(ω) и χ(ω) при скалярном 

значении частоты, исключив с одной стороны, переменную χ, а с другой – n, 

получаем биквадратные уравнения: 

,025,0

;025,0
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224

=′′−′+

=′′−′−

εεχ

εε

n

nn
 (1.20) 

решение которых дает по два мнимых и вещественных корня. Поскольку 

данные функции представляют собой массивы действительных чисел, то из 

всего множества полученных решений необходимо отбросить мнимые корни 

и оставить действительные: 
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Дальнейший анализ (1.21), принимая во внимание физическую сущ-

ность рассматриваемых функций, позволяет констатировать, что практиче-

ской ценностью обладают лишь положительные корни. Следовательно, ча-

стотные зависимости оптических показателей преломления и поглощения 

могут быть представлены в следующем виде [15]: 
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 (1.22) 

Таким образом, представленные частотные зависимости рассматривае-

мых характеристик выражают физическую взаимосвязь частотных спектров 

действительной и мнимой составляющих комплексной диэлектрической про-

ницаемости с оптическими показателями вещества.  
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1.2.  Модели комплексной диэлектрической проницаемости 
Современная теория поляризации диэлектриков содержит ряд формул 

диэлектрической проницаемости, позволяющих рассчитывать ε для различ-

ных материалов. Однако для этого необходимо проводить оценку адекватно-

сти существующих уравнений, а также анализ проведенного вычислительно-

го эксперимента, с целью выбора наиболее эффективной модели для расче-

тов диэлектрических спектров. 

 

1.2.1.  Уравнение диэлектрической проницаемости Борна 

Трактовка напряженности среднего макроскопического поля стала ис-

торически первой математической моделью величины электрического поля, 

действующего внутри поляризованного диэлектрика. Она теоретически бази-

руется на ряде предпосылок [10 – 12, 16, 17]. 

При заполнении диэлектриком пространства между пластинами кон-

денсатора его ёмкость увеличивается вследствие нейтрализации части заря-

дов на металлических обкладках, созданных приложенным внешним элек-

трическим полем. Таким образом, эффективное поле в рамках макроскопиче-

ской трактовки, рассматривающей диэлектрик в качестве непрерывной сре-

ды, может быть сведено к модели поля, образованного алгебраической сум-

мой связанных и свободных зарядов: 

,0 pEEE −=  (1.23) 

где Ep – напряженность поля, образованного связанными зарядами; E0 – 

напряженность поля свободных зарядов. 

Приняв во внимание, что поверхностная плотность связанных зарядов 

эквивалентна поляризованности образца, а также выражение (1.4), можно по-

лучить следующее выражение: 

,0 EEE χ−=  (1.24) 

на основании 

 которого можно получить напряженность эффективного поля: 
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.
1

00
εχ
EEE =

+
=  (1.25) 

На базе подобного толкования картины поляризованного состояния ма-

териала поле, образованное результирующей поляризацией частиц, пред-

ставляется как суммарное действие наведенных дипольных цепочек, свобод-

ные концы которых связывают противоположные по знаку заряды на пласти-

нах конденсатора, находящегося под действием электрического поля. Таким 

образом, макроскопическая поляризованность образца P определяет величи-

ну этого поля (рис. 1.4). 

 
Рис. 1.4. Схема формирования напряженности  

среднего макроскопического поля. 
 

Предположив, что напряженность эффективного поля эквивалентна ве-

личине среднего макроскопического поля Eср, получаем следующее соотно-

шение: 

.
0

0 ε
РЕEE ср −==  (1.26) 

Как уже отмечалось, P представляет собой совокупность наведенных 

дипольных моментов, которые можно выразить через поляризуемости соот-

ветствующих частиц [18]:  

,
1

∑=
=

K

i
iiNEP α  (1.27) 

где Ni – концентрация дипольных моментов для единицы объема; K – число 

их разновидностей в конкретном материале. 
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Объединение выражений (1.25) – (1.27) позволяет получить следующее 

уравнение для напряженности внешнего поля: 

,1
10

∑−=
=

K

i
iiNEEE α

ε
ε  (1.28) 

из которого вытекает первое из известных уравнение диэлектрической про-

ницаемости – формула Борна [17], или Друде-Борна [11]: 

.11
10

∑
=

+=
K

i
iiN α

ε
ε  (1.29) 

Формула Борна используется для расчетов диэлектрической проницае-

мости сильно разряженных сред (газов), так как вследствие больших рассто-

яний между молекулами внутренние поля Лорентца настолько малы, что их 

можно не принимать во внимание, поэтому величина эффективного поля 

практически соответствует напряженности среднего макроскопического поля 

[19]. 

 

1.2.2.  Формула диэлектрической проницаемости  
Клаузиуса-Мосотти 

На микроскопическом уровне рассмотрения поляризованного состоя-

ния диэлектрика в первую очередь принимают во внимание действие окру-

жающих диполей на каждую частицу. Детализируя линейную структуру 

микрополей, создаваемых звеньями дипольных цепочек, можно прийти к вы-

воду, что поляризация ближайшего окружения в плотных средах частично 

усиливает поле, действующее на отдельную молекулу. Х. Лорентцем в 1879 

г. была предложена базовая теоретическая трактовка, позволяющая количе-

ственно выразить составляющую эффективного поля, обусловленную поля-

ризацией ближайшего окружения. 

Основная идея модели локального поля Лорентца заключается в выде-

лении произвольно выбранной молекулы внутри поляризованного вещества, 

окруженной микроскопической сферой, радиус которой должен равняться 

нескольким десяткам межъядерных расстояний. Затем полагается, что из 
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данной сферы изымаются все частицы (кроме рассматриваемой) без измене-

ния общего поляризованного состояния образца. Таким образом, напряжен-

ность поля, действующего внутри поляризованного образца, представляется 

суперпозицией среднего макроскопического поля, а также ряда полей, обра-

зованных, во-первых, поляризованной поверхностью сферы со стороны мак-

роскопической части образца, во-вторых, молекулами, находящимися внутри 

микроскопической сферы (рис. 1.5). 

 
Рис. 1.5. Схема механизма образования  
напряженности локального поля. 

 
Предполагая, что напряженность эффективного поля эквивалентна ве-

личине локального поля Eлок, имеем: 

,21 EEEEE срлок ++==  (1.30) 

где Eср – напряженность среднего макроскопического поля; E1 – напряжен-

ность поля, образованного выходами дипольных цепочек на поверхность ло-

кализующей сферы; E2 – напряженность поля, образованного молекулами, 

оказавшимися внутри сферы. 

Напряженность среднего макроскопического поля выражается через 

поляризованность: 

.
)1(0 −

=
εε
PEср  (1.31) 

Напряженность поля, создаваемого поляризованной сферой, в рамках 

модели Лорентца определяется путем интегрирования плотности ее поверх-

ностного заряда [11, 20]: 
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.
3 0

1 ε
PE =  (1.32) 

В связи со сложностью расчета величины напряженности поля, созда-

ваемого поляризованными частицами внутри сферы, О. Мосотти предложил 

использовать приближение: 

,02 =E  (1.33) 

которое считается адекватным только для механизмов поляризации конден-

сированных сред, в которых происходит взаимное подавление соответству-

ющих микрополей либо за счет своей высокой симметрии, либо их полного 

беспорядка. 

Подстановка выражений (1.27) и (1.31) – (1.33) в (1.30) позволяет полу-

чить следующее выражение: 
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ε
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εε
 (1.34) 

из которого вытекает еще одна традиционная формула диэлектрической про-

ницаемости – уравнение Клаузиуса-Мосотти [17], или уравнение Лоренц-

Лорентца-Клаузиуса-Мосотти [11], связывающее макроскопический пара-

метр – диэлектрическую проницаемость диэлектрика ε, и микроскопический 

параметр – поляризуемость α, его молекул: 

.
3
1

2
1

10
∑=

+
−

=

K

i
iiN α

εε
ε  (1.35) 

Выразим из этого уравнения диэлектрическую проницаемость: 
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Аналогичная формула используется для расчета коэффициента пре-

ломления в диэлектриках (формула Лоренц – Лорентца) [1]. 

Практика использования формулы (1.36) позволила установить очень 

ограниченную область применения данного выражения. Это разрывная 
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функция, и для диэлектриков, у которых ε>5, формула дает завышенные ре-

зультаты, с ростом поляризуемости проницаемость обращается в бесконеч-

ность или становится отрицательной, т.е. наступает «поляризационная ката-

строфа», или «катастрофа Мосотти» [1, 21]. 

 

1.2.3.  Системная модель комплексной  
диэлектрической проницаемости 

Сегодня при расчете имитационных спектров диэлектриков использу-

ются раздельно формулы диэлектрической проницаемости, основанной на 

статическом описании упругой поляризации, и дифференциальных уравне-

ний вида (1.14), решение которых позволяет получить комплексные поляри-

зуемости частиц (1.15). Таким образом, при переходе формул Борна (1.29) и 

Клаузиуса-Мосотти (1.35), описывающих статический механизм, к выраже-

ниям, описывающим частотные зависимости диэлектрической проницаемо-

сти, осуществляется замена скалярных значений суммируемых поляризуемо-

стей αi на их комплексные выражения (1.37), (1.38) соответственно: 
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В связи с этим наблюдается некоторый методологический разрыв, про-

являющийся в совмещении статического отображения вынуждающего воз-

действия для системы в целом и выражений вынужденных колебаний ее эле-

ментов. Данный факт обусловливает необходимость построения альтерна-

тивной модели процесса – единого динамического описания, формируемого в 

рамках классической теории поляризации. Для этого в выражении напряжен-

ности локального поля E(t) вида (1.30) заменим описание среднего макроско-

пического поля (1.31) на временную зависимость, выраженную на базе его 

определения. Таким образом, совокупность всех дипольных моментов, наве-
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денных внешним полем, т.е. макроскопическую картину изменения его поля-

ризованного состояния, учитывая выражение 

EE ⋅= ε0  (1.39) 

и приближение (1.33), можно определить следующим образом: 
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Дальнейшее рассмотрение данной модели целесообразно проводить с 

использованием аппарата передаточных функций и их частотных аналогов, а 

также метода структурных схем и их преобразований [18, 19].  

Выполним для системы уравнений (1.40) прямое интегральное преоб-

разование Лапласа: 
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где s – комплексная переменная; µk(s), E(s) и E0(s) – изображения по Лапласу 

соответствующих функций.  

Эквивалентное описание электрической поляризации диэлектрика 

(1.41) позволяет: во-первых, построить структурную схему исследуемого 

процесса, представленную на рис. 1.6; во-вторых, сформировать выражения 

кибернетической связи типа выход-вход, как для уравнения поляризации 

каждой частицы 
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так и для описания изменения состояния диэлектрика в целом 
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где Wk(s) – передаточные функции процессов поляризации частиц; Wε(s) – 

передаточная функция по рассогласованию напряженностей внешнего и эф-

фективного полей.  

 

 
Рис. 1.6. Схема процесса упругой электронной поляризации. 

 
Для перехода к частотным аналогам выражений (1.42) и (1.43) выпол-

ним замену s→jω: 
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Проанализировав передаточные функции (1.44), можно прийти к выво-

ду, что по своей физической сущности они являются абсолютными аналога-

ми комплексных поляризуемостей частиц (1.15). В классической теории по-

ляризации исторически используется понятие комплексной диэлектрической 

проницаемости, выражающее обратное отношение (1.45), т.е. E0(jω)/E(jω). 
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Следовательно, учитывая обоснованность переходов от Wk(jω) к αk(jω) и от 

Wε(jω) к 1/ε(jω), можно получить следующее уравнение: 
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ωε  (1.46) 

Таким образом, преобразование динамического описания процесса по-

ляризации диэлектрика (1.40) позволяет вывести оригинальное выражение 

диэлектрической проницаемости, которое структурно отличается от модели 

Клаузиуса-Мосотти. В свою очередь уравнение диэлектрической проницае-

мости ) исключает факт проявления «4π-катастрофы» [22].  

 

1.3.  Динамические модели процесса ионной поляризации 
С теоретической точки зрения, ионная связь является следствием того, 

что образующие каркас кристалла частицы имеют различные размеры, обу-

словливающие неоднородное распределение электронной плотности в преде-

лах его элементарной ячейки. Кроме того, важную роль играет большая элек-

троотрицательность одного из видов исходных атомов, что в результате при-

водит к большей или меньшей ионности частиц каждой разновидности, обра-

зующих кристалл. При этом степень ионности зависит от разницы сродства к 

электрону атомов в элементарной ячейке и предопределяет электростатиче-

ское взаимодействие между катионами и анионами. В приближении сфери-

ческой симметрии центральные силы такого взаимодействия обеспечивают 

высокую прочность ионных кристаллов, а также их правильную решеточную 

структуру [24]. 

 

1.3.1.  Классическая модель процесса 

Наиболее общая классическая модель упругой поляризации была пред-

ложена Лорентцом [25]. В соответствии с ней заряды, способные смещаться, 

подвержены действию упругой силы Fупр, стремящейся вернуть их в положе-

ние равновесия, которая эквивалентна квазиупругой силе. Предполагается, 

что электростатическое взаимодействие между ионами молекулы определя-
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ется коэффициентом упругости a. Тогда уравнение движения каждого иона, 

имеющего заряд e, массу mk и коэффициент упругости связи a, входящего в 

состав двухатомной молекулы, имеет вид: 
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В случае гармонического характера внешнего электрического поля, 

имеющего частоту ω/2π, напряженность локального поля будет определяться 

следующим соотношением: 

,2
0

teEE ω⋅=  (1.48) 

где E0 – напряженность локального поля в покое. 

При условиях, близких к равенству частот собственных колебаний ча-

стицы и внешнего воздействия к левой части (1.47), необходимо добавлять 

член: 

,)(
dt

tdxk
kβ  (1.49) 

отвечающий за затухание, однако, в остальных случаях этого не требуется. 

Внешний вид системы (1.47), учитывая замену x(t)=x1(t)+x2(t), соответ-

ствует балансу сил (1.10), принимая во внимание силы сопротивления равные 

нулю. Преобразуем исходные уравнения полученной системы из описания 

смещений разноименных ионов в систему динамики изменения наведенных 

дипольных моментов: 
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где 1
2
01 / ma=ω ; 2

2
02 / ma=ω  – значения частоты собственных колебаний ча-

стиц. В свою очередь коэффициент упругости ионной связи a определяется 

следующим соотношением: 
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где B – показатель степени в потенциале отталкивания Борна. 

Приведем каждое из соотношений системы (1.50) к первой стандартной 

форме записи: 
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Далее полученную систему дифференциальных уравнений представим 

в виде системы алгебраических уравнений, при помощи прямого интеграль-

ного преобразования Лапласа: 
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Полученное выражение, с точки зрения технической кибернетики, яв-

ляется описаним некоторой линейной системы управления с перекрестными 

обратными связями. В связи с этим для дальнейшего ее изучения целесооб-

разно использовать аппарат передаточных функций, а также метод структур-

ных схем и их преобразований. 

Таким образом, исходное описание процесса упругой ионной поляри-

зации выделенной ионной связи вида (1.50), на основе соотношений (1.53), 

можно привести ко второй стандартной форме записи, которая выражает ре-

акции каждого из элементов рассматриваемой диэлектрической системы в 

зависимости от величин вынуждающих их воздействий: 
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Кроме того, на основе полученных соотношений, можно сформировать 

структурную схему, отражающую механизм динамики исследуемого процес-

са, которая представлена на рис. 1.7. 

 
Рис. 1.7. Структурная схема процесса ионной поляризации. 

 
На базе системы уравнений (1.54) либо в рамках типовых преобразова-

ний эквивалентной им структурной схемы (рис. 1.7) могут быть найдены 

также следующие передаточные функции Wk(s), характеризующие поляриза-

ционные процессы каждого иона: 
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Полученные передаточные функции W1(s) и W2(s) являются физиче-

скими аналогами комплексных ионных поляризуемостей частиц. 

Отметим, что сумма частотных аналогов комплексных передаточных 

функций Wk(s) оказывается эквивалентной классическому выражению поля-

ризуемости ионной связи α(jω): 
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В свою очередь данная кибернетическая трактовка классической моде-

ли процесса упругой поляризации позволяет описывать поляризационные ха-

рактеристики каждого из пары рассматриваемых ионов в отдельности. 

На основании выражений передаточных функций вида (1.55), выпол-

нив в них типовую замену s→jω, можно получить их частотные аналоги: 
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Учитывая отсутствие мнимой составляющей в частотных зависимостях 

(1.58), можно констатировать, что мнимая часть комплексной поляризуемо-

сти частиц в рамках рассматриваемой модели равна нулю, т.е: 
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 (1.59) 

Необходимо отметить, что выражения вида (1.59) представляют собой 

искомые функциональные зависимости, позволяющие непосредственно вы-

полнить имитационное моделирование необходимых динамических характе-

ристик процесса упругой ионной поляризации. 
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С целью анализа эффективности классической модели упругой ионной 

поляризации был проведен вычислительный эксперимент имитационного 

моделирования частотного спектра показателя преломления кристалла NaCl с 

использованием выражения (1.22). Выбор данного кристалла обусловлен 

наличием достаточно подробного набора контрольных данных. 

Для сравнения расчетной характеристики n(ω) с результатами физи-

ческого эксперимента были использованы длинноволновые спектры оптиче-

ских показателей преломления света n(λ) рассматриваемых кристаллов [14, 

23]. Для осуществления наложения графиков данных характеристик выпол-

нен переход от частотной зависимости расчетного показателя преломления к 

ее длинноволновому аналогу, выполненный посредством замены угловой ча-

стоты ω на аргумент λ, связанный с ней известным соотношением: 

,2
λ
πω c

=  (1.60) 

этот переход необходим для исключения погрешности в контрольных дан-

ных, связанной с округлением. 

Исходные данные для проведения имитационного моделирования 

следующие: ρ=2165 кг/см3, m1 = 22,98977 а.е.м., m2 = 35,453 а.е.м., B = 9,4. 

Результат вычислительного эксперимента с использованием классиче-

ской модели представлен на рис. 1.8, на котором контрольные данные пред-

ставлены точечным массивом, а расчетный спектр – непрерывной кривой.  

 
Рис. 1.8. Результаты использования классической 

модели ПУИП кристалла NaCl. 
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Анализ представленного графика позволяет выявить три недостатка 

классической модели. Во-первых, графический образ резонансного выброса 

расчетной характеристики проявился в области больших длин волн, что не 

соответствует данным физического эксперимента. Во-вторых, отсутствует 

малый резонансный выброс. В-третьих, нулевое значение коэффициента пре-

ломления отмечается в области длин волн 10-4 м. Перечисленные факты ука-

зывают на несостоятельность классической модели. 

 

1.3.2.  Корпускулярная модель процесса 

С точки зрения корпускулярной физики при описании упругой ионной 

поляризации кристаллов важное значение имеет случай, требующий сов-

местного учета как взаимодействия поляризованных частиц, возникающего 

при их смещении под действием внешнего электрического поля, так и неза-

висимых колебаний каждой из них. 

Подобная трактовка, с учетом собственных смещений заряженных ча-

стиц каждой разновидности в исходном описании исследуемого процесса, а 

также предположение о равенстве всех упругих сил исследуемой диэлектри-

ческой системы, позволяет представить исходное описание процесса упругой 

ионной поляризации кристаллического диэлектрика в следующем виде [26]: 
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Для дальнейшего анализа преобразуем систему (1.61), перейдя от вели-

чины смещения к значению индуцированного дипольного момента: 

).()()(2)(

);()()(2)(

1
2
02

2

2

2
2
022

2
2

2
2
01

1

2

1
2
012

1
2

ttE
m
et

dt
td

ttE
m
et

dt
td

µωµω
µ

µωµω
µ

−=+

−=+
 (1.62) 



36 
 

Представим анализируемое описание процесса в виде системы алгеб-

раических уравнений, используя интегральное преобразование Лапласа: 
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Полученные выражения, описывающие упругую ионную поляризацию 

рассматриваемой ионной пары с учетом независимых колебаний составляю-

щих ее частиц, могут быть представлены во второй форме записи: 
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 (1.64) 

На основе системы уравнений во второй форме записи можно постро-

ить структурную схему процесса, представленную на рис. 1.9.  

 
Рис. 1.9. Структурная схема процесса ионной поляризации  

с учетом независимых колебаний частиц. 
 

Таким образом, на основании (1.61) можно получить выражения для 

комплексных ионных поляризуемостей частиц, составляющих кристалл: 
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Вещественная и мнимая части комплексных ионных поляризуемостей 

(1.65) будут иметь вид: 
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 (1.66) 

В выражениях (1.66), как и в (1.59), отсутствует мнимая составляющая, 

что указывает на отсутствие учета затуханий колебаний. 

С использованием приведенных выражений был осуществлен вычисли-

тельный эксперимент, направленный на определение степени соответствия 

расчетной кривой контрольным данным, результаты которого приведены на 

рис. 1.10. Используемая методика была аналогичной рассмотренной выше. 

Принимая во внимание конфигурацию ближайшего окружения отдельных 

частиц, учитывая структурную сумму Маделунга, формулу коэффициента 

упругости ионной связи (1.51) преобразовали к следующему виду [27 – 31]: 
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=  (1.67) 

где AM – постоянная Маделунга, зависящая от типа решетки кристалла. 

Анализ внешнего вида расчетной кривой процесса позволяет сделать 

вывод, что ее вид качественно улучшился, во-первых, в связи с наличием 

второго (малого) режима, во-вторых, в связи с уменьшением смещения ос-

новного резонанса. 
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Однако с количественной точки зрения, соответствие имитационного 

спектра контрольным данным в области установившихся режимов оставляет 

желать лучшего. 

 
Рис. 1.10. Оптический спектр кристалла NaCl, полученный на базе  

корпускулярной модели упругой ионной поляризации. 
 
Следует отметить также, что слабый резонансный выброс, имеющий 

место в расчетном спектре, расположен в зоне длин волн более высоких, по 

сравнению с основным, что не соответствует реально наблюдаемой картине. 

 

1.3.3.  Системная модель процесса 

Для построения системной модели необходимо детализировать стати-

ческое изображение механизма упругой ионной поляризации (рис. 1.2), раз-

дельно учитывая собственные смещения каждой из частиц внутри двухатом-

ного кристалла и коллективную деформацию соответствующей ионной пары. 

Таким образом, рассматриваемый процесс можно разбить на два под-

процесса: взаимное отталкивание одинаково заряженных частиц, а также 

электронных оболочек ионов вследствие возникновения квазиупругих сил, 

стремящихся вернуть их в исходное положение, под действием внешнего по-

ля; взаимное притяжение, вызванное увеличением сил кулоновского взаимо-

действия, вследствие уменьшения межъядерных расстояний [32]. 

Для начала рассмотрим поляризационный подпроцесс, связанный со 

взаимным отталкиванием заряженных частиц. Уравнение балансов сил в 
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данном случае будет представлять описание их собственных смещений. Со-

ответствующее математическое описание может быть получено на основе 

картины статического механизма ионной поляризации, представленной на 

рис. 1.11. 

 
Рис. 1.11. Схема балансов сил при собственных смещениях частиц: 

a) исходное состояние; б) поляризованное состояние. 
 

Подобная трактовка позволяет описать процесс поляризации совокуп-

ности ионов двухатомного кристалла, вызванный их собственными смеще-

ниями, возникающими под воздействием внешнего электрического поля: 
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 (1.68) 

где xkСоб(t) – собственные смещения ионов в результате их независимых ко-

лебаний; qk – заряды ионов; akСоб – коэффициенты упругости, обусловленные 

взаимодействием частиц с учетом сил отталкивания их электронных оболо-

чек; τk – время релаксации каждой частицы; B – показатель степени в потен-

циале отталкивания Борна. 

Электрическая деформация подрешеток кристалла приводит к умень-

шению его межъядерных расстояний, т.е. вызывает увеличение сил кулонов-
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ского взаимодействия между ионами. В таком случае уравнения балансов сил 

описывают коллективную деформацию ионной связи. Для формирования 

данных выражений будем использовать схему, представленную на рис. 1.12. 

 
Рис. 1.12. Схема балансов сил при коллективной  

деформации ионной связи: 
a) исходное состояние; б) поляризованное состояние. 

 
Предлагаемая общая картина поляризационного процесса выделенной 

ионной связи, основанного на коллективной деформации составляющих ее 

частиц, вызванного действием внешнего электрического поля, позволяет 

описать его следующей системой уравнений: 
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где x1Кол(t) и x2Кол(t) – смещения ионов, связанные с результирующей дефор-

мацией их связи; a1Кол и a2Кол – коэффициенты упругости, обусловленные вза-

имным притяжение частиц, соседствующих с рассматриваемой молекулой, с 

учетом структурной суммы Маделунга они могут быть представлены выра-

жением (1.67). 

Так же следует отметить, что в рамках предлагаемого подхода введен-

ное разделение величины результирующих смещений частиц на их базовые 

составляющие, позволяет использовать следующие соотношения: 
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В результате объединения систем уравнений (1.68) и (1.69), посред-

ством поэлементного суммирования описаний обособленных подпроцессов 

ионов каждой разновидности, а так же перехода к динамике описания ди-

польных моментов, получим возможность сформировать систематизирован-

ную модель упругой ионной поляризации двухкомпонентного кристалла, 

учитывающую как независимые, так и коллективные колебания составляю-

щих его частиц, которая после ввода типовых параметров колебательных 

процессов примет следующий вид [29]: 
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где βk – взвешенные коэффициенты затухания результирующих колебаний 

отдельных частиц кристалла каждой разновидности. 

Используя выше рассмотренный математический аппарат, а так же до-

пущение |q1|=|q2|=|e|, приведем полученную систему дифференциальных 

уравнений ко второй форме записи: 
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которая позволит сформировать структурную схему процесса, представлен-

ную на рис. 1.13. 

Также полученная схема является частью общей структурной схемы 

процессов упругой ионной поляризации кристаллов типа AB, представлен-

ной в приложении В (стр. 135). 
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Рис. 1.13. Структурная схема процесса ионной поляризации, 
полученная на основе системной модели с учетом затуханий. 

 
Комплексные поляризуемости частиц в рамках предлагаемого струк-

турного синтеза системной модели, учитывая вышеопределенные допуще-

ния, будут иметь следующий вид: 
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С использованием полученных выражений был проведен вычислитель-

ный эксперимент, направленный на моделирование оптического показателя 

преломления кристалла NaCl, результаты которого представлены на рис. 

1.14. 

Анализ соответствия расчетного спектра показателя преломления рас-

сматриваемого кристалла позволяет констатировать высокую эффективность 

применения предлагаемой системной модели упругой ионной поляризации, 

учитывающую собственные колебания ионов и коллективную деформацию 

ионной связи. 
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Рис. 1.14. Результаты имитационного моделирования показателя  

преломления кристалла NaCl на базе системной модели. 
 
Однако в рассматриваемом описании процесса упругой ионной поля-

ризации, как и в корпускулярной модели, присутствует область, в которой 

показатель преломления оказывается равным нулю. Данный факт может быть 

связан с отсутствием учета затуханий. 

 

1.4.  Выводы по главе 
Проведенное исследование существующих физико-математических 

описаний процесса упругой ионной поляризации двухкомпонентного кри-

сталла позволяет сформулировать следующие выводы. 

Во-первых, модель процесса, полученная на базе классического описа-

ния коллективной поляризации выделенной ионной пары, несмотря на свою 

достаточную теоретическую обоснованность и компактность, характеризует-

ся рядом недостатков, наиболее существенным из которых является потенци-

альное исключение диэлектрических потерь.  

Во-вторых, указанный недостаток легко устраняется за счет явного 

указания в исходном описании динамики процессов объективно существую-

щих перекрестных обратных связей, что позволяет посредством реализации 

последовательных математических преобразовании, характерных для теории 

управления, получить уравнения комплексных поляризуемостей каждого из 
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ионов в отдельности. При этом сумма выражений поляризуемостей оказыва-

ется эквивалентной классической модели. 

В-третьих, раздельное рассмотрение математических описаний под-

процессов упругой поляризации, обусловленных независимыми и коллектив-

ными колебаниями ионов кристалла, позволило сформировать систему ис-

ходных уравнений, обладающих оригинальной структурой.  

В-четвертых, выявлено, что на сегодняшний день системная модель яв-

ляется наиболее адекватным описанием рассматриваемого физического яв-

ления, так как позволяет получить графическое отображение обоих резо-

нансных выбросов, расположенных в соответствующих областях длин волн. 

Однако данная модель, с количественной точки зрения, имеет недостатки – 

наличие областей, в которых показатель преломления обращается в ноль. 
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ГЛАВА 2.  
СТРУКТУРНАЯ МОДИФИКАЦИЯ СИСТЕМНОЙ  
МОДЕЛИ ПРОЦЕССА ИОННОЙ ПОЛЯРИЗАЦИИ 

 
На сегодняшний день наиболее адекватным описанием процесса упру-

гой ионной поляризации кристаллического диэлектрика является системная 

модель вида (1.71). Однако у нее имеется недостаток: спектр показателя пре-

ломления содержит области, в которых показатель преломления обращается 

в ноль.  

В связи с этим предлагается взять за основу системное описание про-

цесса и произвести его структурную модификацию с целью повысить каче-

ство имитационного моделирования поляризационных характеристик. 

Структурные изменения проводятся по следующему алгоритму: анализ де-

терминированности всех параметров, входящих в модель; выделение расчет-

ных формул для каждого из параметров; подстановка выбранных параметров 

в исходную модель с последующим приведением подобных и сокращением. 

Таким образом, в итоге, предлагаемый структурный синтез подразумевает 

выделение собственных энергетических параметров кристалла – таких как 

эффективные заряды частиц и динамических параметров процесса, как соб-

ственные частоты колебаний частиц. 

Подстановка расчетных выражений названных параметров в исходную 

системную модель дает возможность произвести структурную модификацию 

исходного описания. 

 
2.1.  Математические модели собственных  

параметров кристалла 
Кристаллы – это вещества, в которых составляющие их частицы (т. е. 

атомы, ионы, молекулы, группы атомов) расположены правильными, сим-

метричными, периодически повторяющимися рядами, сетками, решетками 

[33, 34]. Поскольку макроскопические свойства любого вещества зависят не 
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только от химического состава, но и от его строения, от того, как расположе-

ны его атомы, то имеет смысл рассмотреть внутреннее строение кристалли-

ческих структур. 

 

2.1.1.  Плотность упаковки элементарной ячейки 

Опытным путем доказано, что кристаллы многих веществ можно изоб-

разить как плотные упаковки шаров. В данной интерпретации атомам разных 

сортов соответствуют шары различных размеров. При этом главным строи-

тельным материалом кристаллов служат электрически заряженные атомы – 

ионы. Установлено, что четверть всего объема приходится на пустоты, при-

чем существует два вида пустот: окруженные четырьмя шарами (тетраэдри-

ческие – рис. 2.1, а) и окруженные шестью шарами (октаэдрические – рис. 

2.1, б). Первые меньше по своим размерам, но их вдвое больше.  

 
Рис. 2.1. Пустоты в плотной упаковке шаров: 
а) тетраэдрическая; б) октаэдрическая. 

 
Задача плотнейшей упаковки равных шаров имеет бесконечное множе-

ство решений, однако наиболее просто их можно разложить гексагональной, 

или двухслойной, и кубической, или трехслойной упаковкой. 

Число, характеризующее плотность упаковки, – коэффициент компакт-

ности кристаллической решетки. Он занимает важное место при расчете ее 

структурных параметров. Данное обстоятельство необходимо учитывать при 

формировании геометрической модели атомного скелета элементарной ячей-

ки кристалла. Коэффициент компактности определяется отношением объема 

занятого частицами – Vbusy ко всему объему структуры – V:  

.
V

Vbusy=γ  (2.1) 
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Таким образом, γ – это безразмерная величина, максимальное значение кото-

рой составляет γ=0.74, и оно описывает плотнейшие упаковки, 25 процентов 

всего объема которых приходится на пустоты. 

С целью упрощения расчетов определим частицы в виде одинаковых 

шаров, радиус которых составляет половину межъядерного расстояния. Та-

ким образом объем, занимаемый частицами в кристалле, составит:  

,
3
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
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

=

r

NV busybusy

π
 (2.2) 

где Nbusy – количество частиц в кристалле; r – межъядерное расстояние. Пол-

ный объем кристалла в таком случае определяется следующим соотношени-

ем: 

;)( 3rkNV node=  (2.3) 

,)12( 3+= LNnode  (2.4) 

где Nnode – количество всех узлов в рассматриваемом объеме; r – межъядерное 

расстояние; k – коэффициент перевода значения межъядерного расстояния 

кристаллической структуры к длине ребра a элементарного куба; L – количе-

ство рассматриваемых координационных слоев. 

Совместное использование (2.1) – (2.4) и применение простейших ма-

тематических преобразований позволяет получить выражение для прямого 

расчета коэффициента компактности [35]: 

.
6)12( 33 kL

Nbusy πγ ⋅
+

=  (2.5) 

Из выражения (2.5) следует, что для расчета коэффициента компактно-

сти, нужно знать количество частиц, находящихся в L слоях. Наиболее про-

сто решить эту задачу можно при помощи  прямого пересчета частиц, вхо-

дящих в L слоев.  

Следует отметить, что значение коэффициента определяется аналити-

ческим методом, и в настоящее время оно однозначно найдено для весьма 
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незначительного типа кристаллических структур. Что же касается щелочно-

галоидных кристаллов, то коэффициент компактности, рассчитанный по (2.5) 

для структур типа NaCl, составляет 2, а для CsCl – 1.54. 

 

2.1.2.  Стереометрический расчет межъядерных расстояний 

Поскольку кристаллическая структура представляет собой бесконеч-

ную пространственную решетку, состоящую из множества смежных парал-

лелепипедов, представленных одним или несколькими типами 14 элементар-

ных ячеек Бравэ [36], то, рассматривая внутреннее устройство кристалла, 

можно использовать понятие фрактала – изображения, полученного в резуль-

тате бесконечного выполнения определенного итерационного цикла.  

Геометрические параметры подобных образующих элементов опреде-

ляют объемные концентрации атомов или ионов, составляющих конкретные 

кристаллы, т.е. определяют их физическую плотность. Совместно рассматри-

вая тип кристаллической решетки, суммарные атомные массы частиц, вхо-

дящих в состав элементарной ячейки, а также занимаемый ими объем, можно 

связать плотность кристалла со значениями его межъядерных расстояний. 

Рассмотрим кристаллическую структуру типа NaCl. Элементарная 

ячейка этой структуры является представителем кубической гранецентриро-

ванной разновидности кристаллической решетки (рис. 2.2, а), которая обра-

зуется путем повторения только одной ячейки Бравэ – примитивной кубиче-

ской (рис. 2.2, б). 

 
Рис. 2.2. Кристаллическая решетка типа NaCl: 

а) элементарная ячейка; б) конфигурация образующего элемента. 
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Из приведенного рисунка следует, что геометрический элемент, обра-

зующий рассматриваемую решетку, представляет собой куб с длиной ребра, 

равной двум межъядерным расстояниям. Кроме того, выделенный образую-

щий элемент включает восемь разнозаряженных частиц, т.е. четыре фор-

мульные единицы вида AX. Изложенные предпосылки позволяют сформиро-

вать следующее выражение: 

,
8

)(4
3R

aemmm
V
M XA +

==ρ  (2.6) 

где ρ – физическая плотность кристалла; mA и mX – значения атомных масс 

образующих его частиц; aem – значение атомной единицы массы; R – вели-

чина межъядерного расстояния. В свою очередь соотношение (2.6) дает воз-

можность получить общую стереохимическую формулу, которая связывает 

межъядерное расстояние в кристаллах, имеющих тип решетки NaCl, с реаль-

ными значениями их плотности [37]: 

3
2

)(
ρ

aemmmR XA +
= . (2.7) 

Подобный анализ строения кубической объемно-центрированной ре-

шетки типа CsCl, рассматриваемой как соответствующий геометрический 

фрактал, дает возможность определить надлежащий вид образующего ее 

элемента. Данный элемент включает единственную формульную единицу 

(рис. 2.3). 

 
Рис. 2.3. Кристаллическая решетка типа CsCl: 

а) элементарная ячейка; б) конфигурация образующего элемента. 
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В этом случае величина межъядерного расстояния равна половине дли-

ны диагонали куба, рассматриваемого в качестве образующего элемента. 

Выполнив необходимые промежуточные расчеты получаем общую стерео-

химическую формулу, которая связывает межъядерное расстояние в кри-

сталлах типа CsCl со значениями их плотности, следующего вида: 

3
8

)(33
ρ

aemmmR XA +
= . (2.8) 

Детальное рассмотрение выражений (2.7), (2.8) позволяет вывести об-

щую формулу для расчета межъядерного расстояния: 

aemmm
N

N
R

XA )(
;1

3
+

==
ρ

γ
, (2.9) 

где N – концентрация формульных единиц; γ – коэффициент компактности, 

равный 2 для структур NaCl и 33/8  – CsBr соответственно. 

 

2.1.3.  Структурная энергетическая постоянная Маделунга 

Постоянная Маделунга – ключевой параметр, который определяет 

энергию решетки кристалла а, следовательно, и ее стабильность. Данная кон-

станта характеризует полную энергию взаимодействия иона кристаллической 

решетки со всеми остальными ионами, что дает понятие происхождения 

энергии решетки ионных кристаллов. Фазовое поведение неорганических со-

лей часто является совмещение как дальнодействующих, так и короткодей-

ствующих взаимодействий. Короткодействующие взаимодействия относи-

тельно просты для определения и понимания, когда известен тип кристалли-

ческой структуры. Дальнодействующие взаимодействия – электростатиче-

ские и, для расчета их соответствующих значений, необходимо определить 

постоянную Маделунга для кристаллической структуры [37 – 39]. 

В подавляющем большинстве расчетов этой константы использовался 

прямой метод суммирования. При этом О. Эмерслебен разработал два метода 

ее расчета: метод расширяющихся кубов и метод расширяющихся сфер (ко-
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ординационных сфер), выделяемых относительно центрального иона [41]. 

Тем не менее, все существующие реализации прямого метода расчета явля-

ются достаточно громоздкими. 

С целью сократить объем практических вычислений И. Ратнер и О. 

Вельц предложили принимать во внимание точечную симметрию группы. 

Данное обстоятельство позволило использовать следующие расчетные фор-

мулы: 
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где β – решеточная сумма; B – показатель степени в потенциале отталкива-

ния Борна. Однако при практических расчетах сумм вида (2.10) обычно огра-

ничиваются анализом кубов с фиксированными линейными размерами 

2La×2La×2La, где L – номер внешнего координационного слоя, a – ребро 

элементарного куба, в вершинах которого лежат соседние пространственные 

узлы. 

Чтобы исключить низкую сходимость сумм вида (2.10), имеющих ме-

сто для широкого ряда решеток, Х. Эвьен предложил рассматривать частицы, 

расположенные на наружных гранях куба, учитывая лишь половину их весо-

вого вклада, частицы на наружных ребрах куба – с весом 1/4, а частицы на 

наружных вершинах – с весом 1/8 [42].  

Однако широкое распространение при решении описываемой задачи 

получил метод, предложенный П. Эвальдом. Суть его состоит в использова-

нии формулы Пуассона, в которой происходит замена суммирования энергий 

взаимодействия в реальном пространстве на эквивалентную сумму в про-

странстве Фурье [43, 44]. Следует отметить, что ни тот, ни другой метод, не 

дал возможности существенно упростить расчет постоянной Маделунга. Это 

объясняется тем, что их рамках искомая сумма остается лишь условно схо-
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дящейся, а конечный результат определяется от порядком суммирования, при 

условии обладания ячейкой не нулевым дипольным моментом. 

Сравнительно недавно У. Харрисон предложил оригинальный метод 

определения постоянной Маделунга [45], лишенный выше описанной услов-

ной сходимости и, следовательно, гарантирующий получение реального ре-

зультата. Метод Харрисона основан на следующей ключевой идее: исходная 

элементарная кристаллическая ячейка рассматриваемого типа одновременно 

расширяется в трех измерениях, т.е. используется метод расширяющихся ку-

бов, далее вводится новое граничное условие – сфера радиуса R, вписанная в 

расширяющийся куб и исключающая электростатическое взаимодействие F 

ионов, оказавшихся снаружи, обусловленное значением соответствующих 

решеточных сумм. Несомненно суммирование значений F ионов, остающих-

ся внутри сферы Харрисона, приводит к колебаниям результирующего заря-

да (он может быть как положительным, так и отрицательным), величина ко-

торых возрастает с увеличением радиуса R. Поэтому с целью компенсации 

нестабильности суммарного заряда внутри сферы к первоначально получен-

ному результату добавляется учет тонкой оболочки радиуса R с зарядом Q, 

электростатический вклад которой определяется соотношением – Q/R, где Q 

– результирующий заряд, определенный в результате суммировании зарядов 

всех ионов, находящихся внутри сферы Харрисона, включая заряд централь-

ного иона [46]. 

Учитывая сказанное выше, можно использовать метод Харрисона для 

автоматизации расчета постоянной Маделунга. Тем не менее, его программ-

ные реализации достаточно громоздки, поэтому внутренняя энергия решеток, 

имеющих скомпенсированный суммарный заряд, определяется в рамках пря-

мого расчета AM, а метод Харрисона используется в более сложных случаях. 

Прямой метод расчета постоянной Маделунга состоит из послойного 

суммирования зарядов, которые расположены в порядке, зависящем от типа 

кристаллической решетки. Рассмотрим суть прямого вычисления значения 

AM на примере кристаллической решетки NaCl. Исходным узлом, относи-
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тельно которого производится расчет, будем считать отрицательно заряжен-

ный ион хлора Cl–. Этот ион непосредственно окружен 6 положительными 

ионами натрия Na+, образующими первую координационную сферу, радиус 

которой равен межъядерному расстоянию R. Далее располагаются: 12 отри-

цательных ионов хлора, образующих вторую координационную сферу, ее ра-

диус – R 2 ; 8 положительных ионов хлора – третья координационная сфера 

с радиусом R 3 . Данные сферы составляют первый координационный слой, 

который представляет собой кубическую структуру. Второй координацион-

ный слой, в свою очередь, образуется 6 координационными сферами, в со-

став которых входят: 6 ионов хлора (четвертая сфера радиуса R 4 ), 24 иона 

натрия (пятая сфера с радиусом R 5 ), 24 иона хлора (шестая сфера радиуса 

R 6 ) и т.д. 

Таким образом, энергия кулоновского взаимодействия между элемен-

тами рассматриваемой кристаллической определяется следующим соотно-

шением: 
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где e – величина элементарного заряда; ε0 – диэлектрическая проницаемость 

вакуума; MA – постоянная Маделунга, представляющая собой сумму беско-

нечного знакопеременного ряда, определяющего решеточную сумму кри-

сталла –  [47, 48]. С использованием выражения (2.11) были получены чис-

ленные значения AM для кристаллических структур NaCl и CsCl – 1.748 и 

1.763 соответственно. 

 

2.2.  Анализ детерминированности параметров модели 
На сегодняшний день наиболее точным описанием процесса упругой 

ионной поляризации является системная модель, однако из-за ее количе-

ственных недостатков имеется объективная необходимость структурной мо-

дификации существующего описания с целью повышения точности модели-
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руемых характеристик. Поэтому принято решение максимально полно ис-

пользовать расчетные формулы коэффициентов модели вместо их констант-

ных значений. 

2.2.1.  Показатель степени в потенциале отталкивания Борна 

Поскольку различные источники представляют ряд отличающихся друг 

от друга численных значений показателя степени в потенциале отталкивания 

Борна, возникает необходимость выбора выражения, однозначно описываю-

щего данный показатель.  

Общепринято показатель степени в потенциале отталкивания Борна 

определять на основе величины сжимаемости кристалла χ, которая по опре-

делению равна: 

,1
dP
dV

V
−=χ  (2.12) 

где V – объем кристаллического образца; P – приложенное к нему давление. 

При 0° K изменение энергии кристалла равно dU = – pdV, следовательно: 

2
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Объединение выражений (2.12) и  (2.13) дает: 
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χ
 (2.14) 

при этом объем кристалла может быть выражен как: 

γ3NRV = . (2.15) 

При дальнейшем рассмотрении на основании преобразования выражений 

 (2.13)- (2.15) а также следующих выражений для полной энергии 

связи в кристалле, находящемся в равновесном состоянии: 
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где С – структурная сумма, определяемая типом решетки и положением 

ионов; B – показатель степени в потенциале Борна, вытекает следующая 

формула, позволяющая рассчитывать значение B: 

.941
21

4
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χ
γπε

MAqq
RB ⋅

+=  (2.18) 

Отметим, что при вычислении показателя степени в потенциале оттал-

кивания Борна, как правило, используются значения эффективных зарядов 

ионов – Z1 и Z2, дающих возможность выразить q1 и q2 соответственно, как 

Z1e и Z2e, а валентности частиц – vk (см., напр., [20, 49]). 

Подставляя следующие параметры кристалла: q1=q2=e; AM = 1.748; γ=2; 

R=2.81∙10-10 м; χ=3.3∙10-11 м2/Н в (2.18), можно получить B=9.4, что соответ-

ствует данным, полученным в ходе физических экспериментов. Также стоит 

отметить, что постоянная Борна B для большинства кристаллов изменяется в 

пределах от 6 до 10. 
 

2.2.2.  Эффективные заряды и коэффициент сжимаемости  

Поскольку параметры, входящие в состав (2.18), либо являются обще-

известными константами, либо однозначно определены выше, за исключени-

ем эффективных зарядов ионов и коэффициента сжимаемости кристалла, 

следовательно возникает необходимость введения математического описания 

данных параметров. 

Вопрос о том, какое число электронов относится к каждому из атомов в 

химическом соединении, поставил В.Л. Брэгг еще в 1926 г. Он пытался опре-

делить эффективные заряды на основе карт полной электронной плотности, 
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путем оценки числа электронов, принадлежащих каждой из областей, при-

мыкающих к атомам. 

Опытным путем доказано, что эффективный заряд атома, входящий в 

состав того или иного соединения, определяемый как алгебраическая сумма 

его отрицательного электронного и положительного заряда ядра, как правило 

не равен целому числу зарядов электрона [49]. 

Таблица 2.1 – Эффективные заряды атомов некоторых соединений  
Соединение Эффективный  

заряд 
Соединение Эффективный  

заряд 
NaCl +0.87  SiO2 +1.97    –0.99 
NaBr +0.83  Al2O3 +1.77    –1.02 
NaI +0.75  Al2S3 +1.26    –1.00 
ZnS  –0.86 MgO  –1.01 

 

Табл. 2.1 [50-52] наглядно демонстрирует, что один и тот же элемент, 

находясь в разных химических соединениях, имеет различные значения эф-

фективных зарядов. Данный факт объясняется перераспределением заряда 

между атомами до тех пор, пока разность электроотрицательностей не станет 

равной нулю. 

Отметим, что помимо прямых рентгеноструктурных методов, суще-

ствует большое количество косвенных методов определения эффективных 

зарядов атомов. Для полуэмпирической оценки эффективных зарядов при-

влекаются термохимические свойства – теплота образования, теплота субли-

мации [53], а также дипольные моменты молекул, диамагнитная восприим-

чивость, диэлектрические, пьезоэлектрические, упругие константы, рефрак-

ция, термическое расширение, ИК-спектры поглощения и отражения, хими-

ческие сдвиги в рентгеновских спектрах поглощения и испускания, в спек-

трах рентгеновских фотоэлектронов, константы сверхтонкой структуры 

спектров электронного парамагнитного резонанса и ядерного квадрупольно-

го резонанса, химические сдвиги в мессбауэровских спектрах, время анниги-

ляции позитронов.  
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Пример расчета эффективных зарядов на основании теплоты сублима-

ции приведен в табл. 2.2. 

Таблица 2.2 – Заряды атомов, рассчитанные по теплоте сублимации 
Кристалл Структурный 

тип 
Эффективные 
заряды 

Кристалл Структурный 
тип 

Эффективные 
заряды 

NaCl NaCl ±0.79 RbCl NaCl ±0,84 
LiH NaCl ±0.59 MgO NaCl ±1.08 
ZnO ZnO ±0.88 AlCl3 AlCl3 +1.20; –0.4 

 

Существуют также специальные формулы для оценки эффективных за-

рядов в кристаллах [54]. Например, в случае простых (бинарного состава 

AхBу) минералов: 
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а в случае сложных минералов электронный заряд связи металл–неметалл 

находится по формуле: 
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где ZA, ZB — числа валентных электронов атома, соответствующих зарядам 

остовов; ΣЭОlA, ΣЭОlB — суммы электроотрицательностей лигандов вокруг 

атомов A и B в соответствующих атомных полиэдрах кристаллической 

структуры.  

Следует поставить вопрос о точности методов определения эффектив-

ных зарядов и возможности сопоставления между собой результатов различ-

ных методов. Недостаточная строгость самого понятия «эффективный заряд» 

следует из определения, которое было приведено выше. Она связана с при-

сутствием в таком определении слов «окрестность», «область» атома. Из-за 

существования области перекрывания атомных электронных плотностей де-

ление заряда связи на атомные вклады довольно условно. Дополнительную 

трудность для рентгенографического метода создают отклонения от сферич-

ности атомных и ионных электронных плотностей. 
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Следствием недостаточной корректности понятия эффективного заряда 

является то, что каждый из методов в принципе должен приводить к своим 

значениям зарядов. Данное утверждение подтверждает сводная табл. 2.3 со-

держащая эффективные заряды ионов Zn2+ и S2- в сфалерите ZnS, полученных 

разными методами. 

Таблица 2.3 – Заряды Zn2+ и S2- полученные различными методами 

Атом Эффективный заряд, 
e Метод 

Zn 0.52 Сцигети (диэлектрические свойства) 
0.85 ИК-спектры поглощения 
0.68 пьезоэлектрические константы 
0.51 тепловая ионизация примесей 
0.8 спектры ЭПР примесных ионов 

S -0.85 -0.66 -0.55 различные способы анализа рентгеновских эммисион-
ных спектров 

 Средние:  
0.67(Zn) -0.67 (S) 

 

 

Эти данные указывают на согласие различных методов определения 

зарядов в пределах обычной погрешности 0.1-0.2 е, свойственной большин-

ству методов. Данный факт не позволяет использовать расчетные формулы 

эффективных зарядов в модели. 

Поскольку на сегодняшний день отсутствуют методики, дающие воз-

можность напрямую измерить сжимаемость кристалла, принято использовать 

косвенные методы получения численных ее численных значений. Общепри-

нято χ определять соотношением (2.12), однако имеются объективные труд-

ности, связанные со сложностью измерения изменения объема вещества. 

Существуют также методики определения сжимаемости на основе полной 

потенциальной энергии связи и показателя степени в потенциале Борна [12]. 

Однако постоянная Борна B определена через сжимаемость, а литературные 

источники не представляют однозначно обоснованного значения данного ко-

эффициента. В рамках подхода, предложенного в [54], сжимаемость веще-

ства χ принимается пропорциональной мольному объему V и обратно про-
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порциональной свободной энергии Гиббса атомизации ΔGºat , которая ис-

пользуется как характеристика прочности химических связей: 

,
3 o

atGf
V
∆

= δχ  (2.21) 

где степень ковалентности химической связи f определяется следующим со-

отношением: 
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=  (2.22) 

где φx, φy – электроотрицательность элементов по Полингу. 

Эмпирический коэффициент 3 в уравнении (2.21) определен на основе 

экспериментальных данных по сжимаемости cBN, кремния и германия [57 – 

58], а δ – некий поправочный коэффициент, для большинства случаев прини-

маемый равным единице. 

В табл. 2.4 представлены экспериментальные (косвенные) и рассчитан-

ные по уравнению (2.21) значения сжимаемости некоторых соединений. 

Таблица 2.4 – Коэффициенты сжимаемости соединений 
Вещество ΔGºat, 

кДж∙Моль-1 
[98,99] 

V, 
см3/моль 

χтеор∙1012, 
Па-1 

χэксп∙1012, 
Па-1 [57 – 58] 

SiO2 (f=0.712) 1677.9 14.10 3.7 3.3 

SiC (f=0.854) 1146.3 12.45 4.2 4.3 

BeO (f=0.627) 1092.3 8.309 4.0 4.1 

Al2O3 (f=0.636) 2848.8 25.47 4.7 3.9 

NaCl (f=0.393) 566.7 26.99 40.2 42.7 

LiF (f=0.371) 775.0 9.815 11.4 13.7 

 
Табл. 2.4 наглядно демонстрирует, что разные методики определения 

численного значения коэффициента сжимаемости χ предоставляют результа-

ты, отличающиеся от данных, полученных в ходе физических экспериментов. 
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2.2.3.  Вывод явного вида уравнений ионной поляризуемости  

Определенное выше выражение (2.18) для расчета показателя степени в 

потенциале отталкивания Борна на основе энергетических параметров кри-

сталла предоставляет возможность произвести структурную модификацию 

системной модели упругой ионной поляризации вида (1.71): 
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Следует отметить тот факт, что в настоящий момент формулы для рас-

чета значений коэффициентов затухания вынужденных колебаний каждого 

из ионов отсутствуют [59]. Однако физическая сущность процессов упругой 

ионной поляризации частиц, а также соотношение типовых параметров соот-

ветствующего математического описания βk<<ωk, позволяют с достаточной 

долей достоверности использовать приближенные значения: 

,0kkk b ωβ =  (2.23) 

где bk – коэффициент пропорциональности, принимающий значения от 0.1 до 

0.01. 

Для внесения изменений в системное описание рассматриваемого про-

цесса вернемся к описанию частоты собственных колебаний частиц, состав-

ляющих кристалл, через упругие составляющие a, определяемые силами ку-

лоновского взаимодействия, т.е: 

k
k m

a
=2

0ω . 

Поскольку введенные в рассмотрение упругие составляющие оказываются 

различными в левой и правой частях системы уравнений, исходная системная 

модель (1.71) будет представлена в следующем виде: 
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где a – общая упругая составляющая, обусловленная чисто кулоновским вза-

имодействием. 

Выполнив подстановку выражения показателя степени в потенциале 

отталкивания Борна и сокращение переменных, а также приведение подоб-

ных, получаем следующие значения типовых параметров колебательного 

процесса: 
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Подстановка выражений (2.25) в систему уравнений (2.24) и использо-

вание типовых математических преобразований позволяют вывести ориги-

нальную систему уравнений, описывающую процесс упругой ионной поля-

ризации: 
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 (2.26) 

Использование расчетной формулы показателя степени в потенциале 

отталкивания Борна B дало возможность получить более компактный вид си-

стемной модели вида (2.26), которая, в свою очередь, имеет структурные от-
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личия от ее исходного описания. Выполненные изменения за счет сокраще-

ний переменных позволяют сократить объем и погрешность вычислений. 

На основе полученной системы можно осуществить вывод явного вида 

уравнений упругой ионной поляризуемости. Для этого используем типовые 

математические преобразования.  

Во-первых, применим к каждому уравнению системы прямое инте-

гральное преобразование Лапласа и представим ее в виде системы алгебраи-

ческих уравнений: 
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Поскольку полученное выражение с точки зрения технической кибер-

нетики является описанием некоторой линейной системы управления с пере-

крестными обратными связями, при ее дальнейшем рассмотрении будем ис-

пользовать аппарат передаточных функций совместно с методом структур-

ных схем и преобразований. Используя систему вида (2.27), приведем исход-

ное описание исследуемого процесса ко второй форме записи, отражающей 

реакции каждого элемента рассматриваемой системы в зависимости от вели-

чин внешних, вынуждающих их воздействий: 
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 (2.28) 

Полученное описание (2.28) процесса упругой ионной поляризации 

двухкомпонентного диэлектрического кристалла позволяет сформировать 

структурную схему анализируемого процесса (рис. 2.4): 
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Рис. 2.4. Структурная схема процесса ионной  

поляризации модифицированной системной модели. 
 

Таким образом, на базе системы уравнений (2.28) в рамках типовых 

преобразований эквивалентной им структурной схемы (рис. 2.4) могут быть 

найдены передаточные функции Wk(s), описывающие процессы поляризации 

каждого иона: 
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 (2.29) 

Передаточные функции вида (2.29) представляют собой физические 

аналоги комплексных ионных поляризуемостей частиц, поэтому комплекс-

ные ионные поляризуемости частиц могут быть представлены следующими 

выражениями: 
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Отметим, что значение показателя степени в потенциале отталкивания 

Борна, используемое в исходной модели  (1.71) не является фундаментальной 

величиной, однако его достаточно сложная расчетная формула позволяет 

связать динамические параметры поляризационных процессов и энергетиче-

ские постоянные конкретного кристалла. Следовательно, использование ука-

занной формулы в базовой модели дает возможность произвести упрощение 

математической структуры как модели в целом, так и используемых в ней 

линейных коэффициентов. 

Таким образом, вводимые в рассмотрение дополнительные величины и 

коэффициенты, с одной стороны – упрощают общую математическую струк-

туру системного описания ионной поляризации, с другой стороны – расши-

ряют набор исходных физических данных, необходимых для практических 

расчетов. При этом часть из них на текущий момент не имеет строгого мате-

матического толкования.  
 

2.3.  Выводы по главе 
Проведенный поиск эффективного описания упругой ионной поляри-

зации двухкомпонентного кристалла, наиболее подходящего для проведения 

практических расчетов его диэлектрических спектров, позволяет сформиро-

вать следующие выводы. 

Во-первых, собственные структурные параметры кристалла являются 

физическими константами и могут быть однозначно определены по суще-

ствующим методикам, что дает возможность однозначно включить их расчет 

в предложенную модель упругой ионной поляризации. 



65 
 

Во-вторых, установлено, что энергетические параметры кристалла – 

такие как эффективные заряды и коэффициент сжимаемости – не являются 

однозначно определенными величинами. При этом различные методики их 

расчета дают разнящиеся результаты. 

В-третьих, расчетное выражение показателя степени в потенциале от-

талкивания Борна не является однозначной величиной, но позволяет связать 

динамические параметры процесса и энергетические постоянные конкретно-

го кристалла. 

В-четвертых, подстановка расчетных формул коэффициентов в модель 

позволила произвести сокращения множителей, что, в свою очередь, отража-

ется на погрешности расчетов. 

Таким образом, была получена оригинальная модификация системной 

модели изучаемого процесса, структурно отличающаяся от своего аналога и 

выражающая математическую взаимосвязь собственных и динамических па-

раметров частиц конкретного диэлектрического образца. 

Анализ литературных источников показал, что собственные структур-

ные параметры кристалла – тk, ρ, γ, AM и R являются его физическими кон-

стантами и могут быть однозначно определены на базе общепринятых мето-

дик. В свою очередь, энергетические параметры – qk, χ и bk представляют со-

бой не полностью детерминированные величины. Следовательно, возникает 

необходимость разработки численного метода их эффективного расчета. 
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ГЛАВА 3.  
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ МЕТОДИКА  

ПАРАМЕТРИЧЕСКОГО СИНТЕЗА МОДЕЛИ 
 

Численные методы – одно из мощных математических средств реше-

ния задач. Простейшие численные методы мы используем повсюду, – напри-

мер, извлекая квадратный корень на листке бумаги [64]. Есть задачи, где без 

достаточно сложных численных методов не удалось бы получить ответа; 

классический пример – открытие Нептуна по аномалиям движения Урана. 

Современные численные методы и мощные ЭВМ дали возможность 

решать такие задачи, о решении которых полвека назад могли только меч-

тать. Но применять численные методы далеко не просто. Цифровые ЭВМ 

умеют выполнять только арифметические действия и логические операции. 

Поэтому, помимо разработки математической модели, требуется еще разра-

ботка алгоритма, сводящего все вычисления к последовательности арифме-

тических и логических действий. Выбирать модель и алгоритм надо с учетом 

скорости и объема памяти ЭВМ: чересчур сложная модель может оказаться 

машине не под силу, а слишком простая не даст необходимой точности. 

Для сложных задач разработка численных методов и составление про-

грамм для ЭВМ очень трудоемки и занимают от нескольких недель до не-

скольких лет. Стоимость комплекса отлаженных программ нередко сравнима 

со стоимостью экспериментальной физической установки. Зато отдельный 

расчет по такому комплексу много быстрей и дешевле, чем проведение от-

дельного эксперимента. Такие комплексы позволяют подбирать оптимальные 

параметры исследуемых конструкций, что не под силу эксперименту. 

 

3.1.  Методы, основанные на поиске минимума невязки 
Так как система вида (2.30) имеет два уравнения и 5 неизвестных, сле-

довательно, относится к классу недоопределенных систем уравнений, в этом 

случае она либо не имеет решений (говорят о несовместной системе), либо 
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обладает бесконечным множеством решений (совместная система) [60]. По-

этому встает вопрос о варианте поиска решения, наиболее удовлетворяющего 

всем исходным данным, т.е., другими словами, о поиске минимума невязки 

между правыми и левыми частями уравнений: 

p
RZ

LS eDz −=
∈

min
4

ρ . (3.1) 

Лучшие решения этой задачи будут отличаться в различных нормах, 

тем не менее, как с физической, так и с математической точки зрения наибо-

лее оптимальным кажется использование 2-нормы. Математическая опти-

мальность заключается в том, что: 

– функция 2
22

1)( eDzz −=Ψ  является дифференцируемой функцией z, 

вследствие этого значение z в точке минимума удовлетворяет градиентному 

уравнению 0)( =Ψ∇ z ; 

– 2-норма не изменяется ортогональными преобразованиями, т.е. воз-

можно искать такую ортогональную матрицу Q, с использование которой 

позволяет «легко» решить эквивалентную задачу минимиза-

ции 
2

)()( eQzDQ TT − . 

Таким образом можно сформулировать задачу МНК: найти реше-

ние NRz ∈  z, которое удовлетворяет условию 2min eDz
NRZ

−
∈

. Назовем реше-

ние данной задачи zLS. 

Для решения подобной задачи существуют различные алгоритмы, рас-

смотрим некоторые из них. 

 

3.1.1.  Метод нормальных уравнений 

Разберем подход, называемый методом нормальных уравнений [61]. По 

причине свойств 2-нормы функция: 

DzDzDzeeeDzDzDzeee

DzeDzeDzez
TTTTTTTT

T

+−=−−=

=−⋅−=−=Ψ

2

)()()( 2
2  (3.2) 
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– дифференцируемая функция z, поэтому, для достижения минимума в точке 

решения, необходимо чтобы первые производные по z в этой точке равнялись 

нулю. Производная функции Ψ(z) описывается уравнением: 

DzDeDz TT 22)(' +−=Ψ . (3.3) 

Приравняв ее нулю, находим симметричную линейную систему, кото-

рая является положительно определенной при условии, если D обладает пол-

ным столбцовым рангом: 

eDDzD TT = . (3.4) 

Для применения метода нормальных уравнений нужно: 

– рассчитать нижний треугольник матрицы F=DTD; 

– принять вектор h=DTe; 

– рассчитать разложение Холецкого F=GGT (G – единственная нижняя 

треугольная матрица с положительными диагональными элементами); 

– решить систему Gy=h и GTzLS=y. 

Применение метода нормальных уравнений удобно тем, что он основан 

на стандартных алгоритмах: перемножение матриц, умножение матрицы на 

вектор, разложение Холецкого. Если размерность структурной матрицы D 

определяется соотношением N>>M, то целесообразно ее преобразование в 

матрицу F размерностью M´ x M. 

 

3.1.2.  Метод преобразований Хаусхолдера 

Иной метод основан на втором свойстве 2-нормы, а именно ее сохране-

ние ортогональными преобразованиями. Таким образом, необходимо найти 

ортогональную матрицу Q, при которой «легко» решается эквивалентная за-

дача минимизации 
2

eQDzQ TT − . 

Допустим, что рассчитана такая ортогональная матрица Q, что матри-

ца: 

MN
MR

RDQT

−







==

0
1 , (3.5) 
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является верхнетреугольной. Если: 

,
MN

M
d
c

eQT

−







=  (3.6) 

то 

2
2

2
21

2

2

2
2 dczReQDzQeDz TT +−=−=− . (3.7) 

Очевидно, что zLS находится обратной подстановкой из верхнетре-

угольной системы R1zLS=c. Отметим, что ρLS может быть легко определено: 

2dLS =ρ . (3.8) 

Подводя итог, сделаем вывод, что задача LS (МНК) может быть легко 

решена, при условии, что вычислено QR-разложение матрицы D. Один из 

методов определения QR-разложения базируется на преобразованиях Хаус-

холдера [62]. 

Метод Хаусхолдера решения задачи LS также, как и метод нормальных 

уравнений аварийно завершается на этапе обратной подстановки в случае, 

если матрица D неполноранговая. С численной точки зрения неприятностей 

можно ожидать при следующем числе обусловленности матрицы D: 

,1)()(
u

RcondDcond ≈=  (3.9) 

где u – единичная ошибка округления. Следует отметить в методе нормаль-

ных уравнений окончание факторизации Холецкого осложняется уже при 

cond(D) порядка 1/u0.5. Таким образом можно сделать вывод, что ортогонали-

зация Хаусхолдера позволяет решать более широкий класс задач LS при фик-

сированной машинной точности. 

Метод быстрых вращений, основой которого являются вращения Ги-

венса, тоже может быть приспособлен к поиску решения задачи LS, однако 

его использование обусловливает необходимость непрерывного контроля 

одной из матриц преобразований с целью исключения переполнения. След-

ствием нетривиальных издержек такого контроля будет снижение скорости 
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итогового алгоритма по сравнению с подходом Хаусхолдера и сложности в 

реализации. 

Необходимо заметить, что метод нормальных уравнений предоставляет 

решение zLS, относительная ошибка которого зависит от квадрата числа обу-

словленности, а подход, основанный на QR-разложении преобразованиями 

Хаусхолдера, решает близкую задачу LS и поэтому предоставляет решение, 

относительная ошибка которого приблизительно равна: 

).)(()( 2DcondDcondu LSρ+=⋅  (3.10) 

Итак, можно сделать вывод, что если ρLS мало, а cond(D) велико, то ме-

тод нормальных уравнений не позволяет решить близкую задачу и в связи с 

этим решение, полученное при его использовании, будет, как правило, менее 

точным, чем при Хаусхолдеровом подходе. 

 

3.1.3.  Метод отражения Хаусхолдера 

Матрица отражения Хаусхолдера (преобразования Хаусхолдера) опи-

сывается уравнением вида: 

,2
υυ

υυ
T

T
IP −=  (3.11) 

где I – единичная матрица, ʋ – вектор Хаусхолдера. Умножение матрицы P 
на вектор x позволяет отразить последний относительно гиперплоскости 

span{ʋ}. Допустим, задан ненулевой вектор x и требуется получить вектор 

Px, кратный e1 первому столбцу I. Тогда вектор Хаусхолдера ʋ может опре-
деляется выражением [63]: 

.12 exx ±=υ  (3.12) 

Удобство применения отражения Хаусхолдера основано на простоте 

расчетов. Используя преобразования Хаусхолдера к матрицам, необходимо 

учитывать специальную структуру матрицы Хаусхолдера. Допустим A – мат-

рица, тогда: 
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 (3.13) 

Итак, Хаусхолдерова модификация матрицы заключается в умножении 

матрицы на вектор и трансформации внешним произведением векторов. Сто-

ит отметить, что если этого не принять во внимание и обращаться с матрицей 

P как с матрицей общего вида, то объем работы возрастает на порядок. 

 

3.2.  Методы многопараметрической оптимизации 
Оптимизация – целенаправленная деятельность, заключающаяся в по-

лучении наилучших результатов при соответствующих условиях [64]. 

Математические основы оптимизации были заложены еще в XVIII ве-

ке, однако до второй половины XX века методы оптимизации во многих об-

ластях науки и техники применялись очень редко, поскольку практическое 

использование математических методов оптимизации требовало огромной 

вычислительной работы, которую без ЭВМ реализовать было крайне трудно, 

а в ряде случаев невозможно. Особенно большие трудности при решении за-

дач оптимизации возникали из-за большого числа параметров и их сложной 

взаимосвязи между собой. При наличии ЭВМ ряд задач оптимизации подда-

ется решению. 

 

3.2.1.  Метод покоординатного спуска 

Теоретически для нахождения минимума достаточно решить систему 

дифференциальных уравнений методом линеаризации или простых итераций 

и отбросить решения, не являющиеся минимумами или максимумами. Одна-

ко при решении практических задачах минимизации данные методы обычно 

сходятся в настолько малой окрестности минимума, что определить необхо-

димое нулевое приближение выходит далеко не во всех случаях. Горазд 
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проще и эффективнее выполнить операцию спуска по координатам. Рассмот-

рим использование данного метода на примере функции трех переменных 

Ф(x,y,z).  

В начале необходимо определить нулевое приближение х0, у0, z0. За-

фиксировав значения двух координат y=y0, z=z0, получим функцию одной пе-

ременной f1(x)=Ф(x,y0,z0). Найдем минимум этой функции и обозначим его 

через x1. Таким образом выполним шаг из точки (x0,у0,z0) в точку (x1,у0,z0) в 

направлении, параллельном оси х. На этом шаге значение функции стало 

меньше [65]. 

Далее из полученной точки выполним спуск в направлении, параллель-

ном оси у, т. е. рассмотрим f2(y)=Ф(x1,y,z0). Определим минимум этой функ-

ции и обозначим его через y1. Таким образом сместимся в точку (x1,у1,z0). Из 

этой точки выполним третий шаг – спуск параллельно оси z и находим ми-

нимум функции одной переменной – f3(z)=Ф(х1,yl,z). Завершаем цикл спусков 

попаданием в точку (xl,у1,z1).  

Затем повторяем циклы снова. На каждом шаге спуска исследуемая 

функция не возрастает, при этом ее значения ограничены снизу значением в 

минимуме Ф*=Ф(х*,у*,z*). Таким образом, итерации сходятся к некоторому 

пределу Ф**≥Ф*. Схождение спусков к минимуму и скорость этого схожде-

ния зависят от функции и выбора нулевого приближения.  

На примере функции двух переменных рассмотрим геометрическую 

трактовку метода покоординатного спуска (рис. 3.1). Будем выполнять дви-

жение в выбранном направлении – по некоторой прямой в плоскости х, у. 

Данная прямая будет пересекать лини уровня, следовательно, при движении 

вдоль нее значение функции изменяется (возрастание или убывание зависит 

от направления движения). Лишь в точке соприкосновения прямой и линии 

уровня (рис. 3.1, а), функция имеет экстремум вдоль этого направления. Дой-

дя до такой точки завершается спуск по первому направлению и начинается 

спуск по второму направлению.  
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Допустим, линии уровня формируют истинный овраг. В этом случае 

(рис. 3.1, б), «дно» оврага достигается спуском лишь по одной координате, а 

любое перемещение вдоль следующей координаты (пунктирная линия) ведет 

к увеличению значения функции. Дальнейший спуск по координатам невоз-

можен, однако минимум еще не достигнут. В этом случае процесс спуска по 

координатам в не сходится к минимуму. Обратная ситуация – если функция 

достаточно гладкая, тогда процесс спуска по координатам сходится миниму-

му в некоторой его окрестности.  

 
Рис. 3.1. Графическая интерпретация метода покоординатного спуска. 

 

Метод покоординатного спуска достаточно прост и легко реализуется 

на ЭВМ. Однако скорость его сходимости медленная, а при наличии оврагов 

– очень плохая. В связи с этим он используется в качестве первой попытки 

при поиске минимума. 

 

3.2.2.  Метод наискорейшего спуска 

Осуществлять спуск также возможно и в направлениях не параллель-

ных осям координат. Вдоль любой прямой r=r0+at исследуемая функция за-

висит лишь от одной переменной, Ф(r0+at)=φ(t), и поиск минимума на этой 

прямой выполняется методами одномерной оптимизации. 

Метод наискорейшего спуска является наиболее известным. В этом 

случае выбирается а= –(gradФ)r=r0, т. е. направление, в котором функция убы-

вает наиболее быстро при бесконечно малом перемещении из данной точки. 
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Результат спуска вдоль этого направления определяет новое приближение r1. 

Далее в полученной точке снова рассчитывается градиент и делается следу-

ющий спуск.  

Следует отметить, что этот метод значительно сложнее покоординат-

ного спуска, так как требует вычисления производных и градиента, а также 

перехода к другим переменным. К тому же, сходимость наискорейшего спус-

ка не лучше сходимости покоординатного спуска. При условии попадания 

траектории в истинный овраг спуск завершается, а в разрешимом овраге зна-

чительно замедляется.  

Если функция является положительно определенной квадратичной 

функцией: 

,),(),()( crbArrrФ ++=  (3.14) 

то формулы наискорейшего спуска имеют достаточно простой вид. Вдоль 

прямой r=rn+at функция (3.14) квадратично зависит от параметра t: 

.),(),2()()()( 2tAaatabArrФatrФt nnn +++=+=ϕ  (3.15) 

Из уравнения (dφ/dt)=0 определяем ее минимум: 

),,(2/),2( AaaabArt n +−=  (3.16) 

который позволяет найти следующую точку спуска: 

.
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 (3.17) 

Направление наискорейшего спуска зависит от градиента квадратичной 

функции (3.14): 

).(2)( bArФgrada nrn
+−=−=  (3.18) 

Подстановка этого значения в выражения (3.16) – (3.17), позволяет по-

лучить окончательные выражения расчета последовательных спусков.  

При использовании разложения всех перемещений по базису, который 

состоит из собственных векторов матрицы А, можно доказать, что метод 

наискорейшего спуска для квадратичной функции линейно сходится, причем:  
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λλ

λλqгдеrrqrr nn , (3.19) 

где λ – собственные значения положительно определенной матрицы А. В 

случае λmin«λmax, что соответствует сильно вытянутым линиям уровня, то q≈1 

и сходимость может быть весьма медленной [66]. Существуют такие началь-

ные приближения (рис. 3.2), для которых точно выполняется наихудшая воз-

можная оценка, т. е. в (3.19) имеет место равенство. 

 
Рис. 3.2. Наихудшие начальные приближения. 

 

Причины этой ситуации понять нетрудно. Во-первых, в заданной точке 

любую прямую (в том числе нерентабельную для спуска) можно выбрать 

направлением градиента, если специально выбрать изменение масштабов по 

осям. Во-вторых, любой спуск заканчивается в точке касания его направле-

нием линии уровня. Поскольку градиент перпендикулярен поверхности 

уровня, то в методе наискорейшего спуска любой последующий спуск пер-

пендикулярен предыдущему. В двумерном случае это означает, что спуск 

осуществляется по координатам, повернутым таким образом, что одна из 

осей параллельна градиенту в начальной точке. 

Алгоритмы наискорейшего спуска и его вариаций на данный момент 

недостаточно отработаны. В связи с этим метод наискорейшего спуска ис-

пользуется редко для сложных нелинейных задач с большим количеством 

переменных (m>5), однако в частных случаях может оказаться полезным. 
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3.2.3.  Метод оврагов 

Разберем задачу Ф(r)=min. Возьмем произвольную точку ρ0 и осуще-

ствим спуск из нее, выполняя небольшое количество шагов, т. е. не требуя 

высокой точности сходимости. Пусть конечная точка спуска – r0. В случае 

овражного рельефа, данная точка будет находиться вблизи дна оврага (рис. 

3.3).  

Далее возьмем другую точку ρ1 на небольшом расстоянии от первой. 

Из нее также осуществим спуск и окажемся в некоторой точке r1. Данная 

точка тоже расположена вблизи дна оврага. Соединим точки r0 и r1 на дне 

оврага прямой, которая образует приблизительную линию дна оврага. Со-

вершим движение вдоль этой линии в направлении убывания функции и 

определим новую точку: 

.0
,)( 0112

>=
−±=

consth
hrrrρ   (3.20) 

В выражении (3.20) используется знак плюс, если Ф(r1)<Ф(r0), и минус 

в противном случае, таким образом направление движения соответствует по-

нижению дна оврага. Овражным шагом называется величина h и ее значение 

подбирается в ходе расчета для каждой функции. 

 
Рис. 3.3. Графическая интерпретация метода оврагов. 

 

Поскольку дно оврага не является отрезком прямой, то точка ρ2 на са-

мом деле расположена не на дне оврага, а на его склоне. Из этой точки вновь 

выполним спуск на дно и окажемся в некоторой точке r2. Далее проведем 

прямую через точки r1 и r2, наметив новую линию дна оврага, и сделаем но-
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вый шаг по оврагу. Процесс продолжается до тех пор, пока значения мини-

мизируемой функции находятся на дне оврага, т. е. в точках rn убывают. При 

условии Ф(rn+1)>Ф(rn), процесс необходимо прекратить и значение rn+1 не ис-

пользовать.  

Метод оврагов предназначен для того, чтобы проследовать вдоль овра-

га и попасть в котловину вблизи минимума. В данной котловине значения 

минимума рекомендуется уточнять другими методами. 

Методом оврагов подходит для поиска минимумов достаточно слож-

ных функций от 5—10 переменных. Однако он довольно капризен. Для каж-

дой функции необходимо подбирать свой овражный шаг, визуально контро-

лировать ход расчета и выполнять коррективы [67]. 

 

3.3.  Синтез численного метода оптимизации параметров 
3.3.1.  Выбор целевой функции системы  

Целевая функция – функция, которая показывает, как зависит оптими-

зируемый показатель от других параметров. Другими словами это, формали-

зация понятия цели, с тем преимуществом, что в таком случае можно более-

менее четко оценить сокращение расстояния на пути достижения.  

Задание целевой функции позволяет отвечать на такие вопросы как: 

насколько выгодно некоторое событие, в правильном ли направлении проис-

ходит движение, насколько верный выбор сделан и т. д.  
Критерием оптимальности при поиске энергетических параметров кон-

кретного образца и динамических параметров процесса было выбрано 

наименьшее отклонение расчетной кривой n(ω) оптического показателя пре-

ломления определяемой (1.22),  (1.46), (2.30) относительно кривой S(ω), 

интерполирующей точечные массивы контрольных данных физических экс-

периментов [23]. Иными словами, в качестве целевой функции Φ(χ, qk, bk) 

была выбрана площадь криволинейной трапеции, образованной этими двумя 

кривыми на участке частотного спектра [68]. 
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Стоит отметить, что для поиска минимума функции (3.21) аналитиче-

скими методами следует найти ее первую производную и приравнять к нулю. 

В связи с этим необходимо детально рассмотреть ее составляющие. 

Выражение (3.21) содержит мнимую и действительную части ком-

плексной диэлектрической проницаемости вещества, которые в свою очередь 

определяются на основании выражений (2.30) комплексных ионных поляри-

зуемостей частиц, входящих в состав диэлектрического материала. В связи с 

тем, что выражения ионных поляризуемостей являются достаточно сложны-

ми, поиск первообразной и определенного интеграла оптического показателя 

преломления весьма затруднительны. Таким образом, задача поиска произ-

водной полученного выражения, необходимой для аналитического определе-

ния условия существования экстремума функции Φ(χ, qk, bk), практически 

неразрешима. 

Поэтому для поиска минимума выбранной целевой функции необхо-

димо использовать две группы численных методов: 

Во-первых, для поиска определенного интеграла таблично заданной 

функции. В связи с тем, что аналитически вычислить интеграл оптического 

показателя преломления, основанного на модифицированной системной мо-

дели, достаточно сложно, необходимо функцию расчета показателя прелом-

ления преобразовать в табличный вид, путем расчета ее значений на длинах 

волн, идентичных контрольным данным, и использовать численный метод 

(метод трапеций) для поиска площади, образованной расчетной кривой. 

Во-вторых, для поиска минимума функции многих переменных приме-

нить численные методы многопараметрической оптимизации. 

 



79 
 

3.3.2.  Синтез численного метода 

Самым простым численным методом многокритериальной оптимиза-

ции является метод прямого перебора, однако при сложных вычислениях и 

большом количестве параметров его вычислительная эффективность резко 

падает, поскольку многократно увеличивается время вычислений. Реализа-

ция рассматриваемой задачи даже на достаточно мощных ЭВМ может про-

должаться более нескольких суток, поэтому данный метод не подходит для 

оптимизации параметров модели. 

Более быстрым методом является метод покоординатного спуска (ме-

тод Гаусса), поскольку количество итераций в рамках каждого параметра 

резко сокращается. Однако в полученной модели вышеописанные параметры 

находятся в сложной взаимосвязи, поэтому его применение тоже не позволя-

ет получить приемлемый результат. Так же данный факт был выявлен в ходе 

серии вычислительных экспериментов, направленных на апробацию данного 

метода. Применение же иных, более сложных методов оптимизации много-

параметрической функции порождает дополнительную вычислительную 

нагрузку, такую как вычисление производных, градиентов и т.п., следова-

тельно, их применение неоправданно. 

Анализ проведенной серии вычислительных экспериментов позволил 

выявить взаимосвязь параметров. Так показатель преломления и эффектив-

ные заряды ионов оказывают схожее влияние на характерные черты спектра 

поляризационных характеристик, а коэффициенты затухания колебаний об-

ладают иным влиянием. Так же данную взаимосвязь можно проследить и в 

предложенной модификации системной модели (2.26) – коэффициент сжима-

емости и эффективные заряды входят в состав формулы расчета квадрата ча-

стоты собственных колебаний частицы, а следовательно они входят в состав 

уравнений динамики дипольных моментов для каждой частицы. Коэффици-

енты же затухания колебаний входят только в состав уравнений динамики 

дипольных моментов для своей частицы. 
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В связи с этим применение единственного оптимизационного метода 

покоординатного спуска не давало приемлемых результатов расчетов, т.к. 

вычисленное оптимальное значение коэффициента сжимаемости уже не яв-

ляется таковым после вычисления оптимального значения одного из эффек-

тивных зарядов. Поэтому предложено разделить все параметры на группы и 

внутри групп осуществлять полный перебор, а между группами использовать 

метод Гаусса, т.е. таким образом, метод покоординатного спуска реализуется 

для целевой функции двух аргументов. 

Эффективные заряды и коэффициент сжимаемости, решено выделить в 

первую группу, а во вторую – коэффициенты затухания колебаний, посколь-

ку данные параметры определяются на основе частоты собственных колеба-

ний частиц, которые в свою очередь зависят от параметров первой группы. 

Блок-схема предлагаемого алгоритма представлена на рис. 3.4. 

Серия вычислительных экспериментов параметрического синтеза пока-

зала низкую эффективность использования в качестве целевой функции 

только разницы площадей криволинейных трапеций – как с количественной 

точки зрения, так и с точки зрения скорости выполнения операций.  

Для увеличения точности расчетов было принято решение расширить 

критерии оптимизации путем добавления условий соответствия частот и ам-

плитуд большого и малого резонансных выбросов. В свою очередь, так как 

пики резонансных выбросов однозначно определяют характер расчетной 

кривой в области резонансных режимов, для увеличения скорости работы ал-

горитма, можно использовать расчет площади криволинейной трапеции не 

всего частотного участка кривой, а лишь в области низких частот, предше-

ствующих первому резонансному выбросу [69]. 

Поскольку большинство используемых наборов контрольных данных 

оптического показателя преломления обладают низкой степенью подробно-

сти, особенно области обоих резонансных выбросов, то по этой причине 

предлагается использовать в расчетах интерполированные контрольные дан-

ные. В качестве метода интерполяции была выбрана полиномиальная Эрми-
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това интерполяция. Принятые меры позволят рассчитывать значение целевой 

функции более точно, поскольку в данном случае есть возможность изменять 

величину шага для метода трапеций.  

Для проверки адекватности выбранного метода интерполяции приве-

дем одновременно на графике контрольные данные (изображены в виде то-

чек) и результат их интерполяции (в виде непрерывной кривой) для кристал-

ла NaCl (рис. 3.5): 
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Рис. 3.4. Блок-схема предлагаемого алгоритма. 
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Рис. 3.5. Проверка адекватности выбранного метода интерполяции 

 

Качественная оценка приведенного рисунка показывает, что результат 

интерполяции исходных данных является вполне приемлемым, следователь-

но, данную меру уточнения контрольных данных можно использовать в рас-

четах. Для количественной же оценки адекватности необходимо использо-

вать площадь криволинейной трапеции образованной контрольными и ин-

терполированными данными 

 

3.3.3.  Апробация 

На основании предложенного метода параметрического синтеза си-

стемной модели был произведен расчет требуемых параметров кристалла по-

варенной соли NaCl, модифицированной системной модели. Полученный 

набор: χ=3.8·10-11, q1=0.94·e, q2=0.96·e, b1 =0.03, b2 =0.03 вполне соответству-

ет литературным данным. Результаты моделирования спектра показателя 

преломления, с использованием результатов параметрического синтеза, при-

ведены на рис. 3.6. 
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Рис. 3.6. Результат параметрического синтеза для кристалла NaCl. 

 

С целью анализа проделанной работы по структурному и параметриче-

скому синтезу, представим результаты расчетов спектра показателя прелом-

ления рассматриваемого кристалла со следующим набором параметров: 

χ=3.3·10-11, q1=1·e, q2=1·e, b1 =0, b2 =0, p=9.4 при использовании исходной си-

стемной модели на рис. 3.7. 

 
Рис. 3.7. Результат моделирования показателя преломления 

кристалла NaCl на основе системной модели. 
 

Отчетливо видно, что итоговый расчетный спектр выглядит лучше, как 

с количественной, так и с качественной точки зрения; с учетом объективно 

существующих сил трения и, соответственно, затуханий, удалось избавиться 

от областей длин волн, в которых показатель преломления обращался в ноль, 

к тому же данное обстоятельство позволило сгладить интенсивность резо-

нансных выбросов.  
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Полученные результаты моделирования позволяют предположить 

адекватность расчетной методики и применить ее для расчета параметров 

других кристаллов. Рассмотрим результаты моделирования спектра показа-

теля преломления кристалла KBr со следующим набором рассчитанных па-

раметров: χ=4.3·10-11, q1=0.9·e, q2=1.3·e, b1 =0.09, b2 =0.02, представленные на 

рис. 3.8. Стоит отметить, что полученные значения согласуются с литератур-

ными данными.  

 
Рис. 3.8. Результаты моделирования спектра кристалла  
KBr на основе модифицированной системной модели. 

 

Для удобства анализа приведем результаты моделирования на основе 

системной модели, представленные на рис. 3.9, со следующим набором па-

раметров: χ=4.27·10-11, q1=1·e, q2=1·e, b1 =0, b2 =0, p=7.61. 

  
Рис. 3.9. Результаты моделирования спектра  
кристалла KBr на основе системной модели. 
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Как и в первом случае, разница очевидна – расчетная кривая более точ-

но повторяет очертания данных физических экспериментов: резонансные 

выбросы практически соответствуют наблюдаемым как по длине волны, так 

и по амплитуде. Рассмотрим работу модели и численного метода для кри-

сталла CsBr, обладающего отличным от рассмотренных кристаллов типом 

решетки (CsCl). Разработанный алгоритм параметрического синтеза опреде-

ляет следующую совокупность параметров: χ=5.54·10-11, q1=1.2·e, q2=1·e, b1 

=0.03, b2 =0.045, которая была использована для расчета спектра показателя 

преломления, представленного на рис. 3.10.  

 
Рис. 3.10. Результаты моделирования спектра кристалла  
CsBr на основе модифицированной системной модели. 

 

Поскольку и в этом случае модель показывает адекватные результаты, 

можно предположить, что она универсальна. Следует отметить также, что 

литературные источники не представляют данных о значении коэффициента 

сжимаемости для многих щелочно-галоидных кристаллов, в число которых 

входит и CsBr. В связи с этим можно использовать полученную модель для 

определения коэффициента сжимаемости кристаллов типа AB. 

 

3.4.   Выводы по главе 
Вышеописанное исследование и полученные в ходе него результаты 

позволяют сделать следующие выводы. 
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Во-первых, использование только одного численного метода для пара-

метрического синтеза коэффициентов модели рассматриваемого процесса не 

позволяет получить адекватные результаты за приемлемое время. В свою 

очередь это вынуждает комбинировать методы для увеличения скорости рас-

четов. 

Во-вторых, разработанный алгоритм параметрического синтеза, ис-

пользующий комбинацию численных методов оптимизации, позволяет до-

статочно быстро определять коэффициенты модели, соответствующие их фи-

зическим параметрам кристалла и процесса. 

В-третьих, результаты моделирования поляризационных характери-

стик, получаемые при использовании модифицированной системной модели 

и разработанного алгоритма определения параметров кристалла и процесса, 

на сегодняшний день являются наиболее точными для кристаллов AB с ти-

пами решетки NaCl и CsBr. 

В-четвертых, успешная апробация модификации системной модели на 

ряде кристаллов позволяет применять разработанный алгоритм для опреде-

ления неизвестных параметров кристалла и процесса, при условии наличия 

достаточно подробного набора контрольных данных поляризационных спек-

тров. 

В-пятых, согласование полученных параметров физических материалов 

и рассматриваемого процесса с литературными данными в очередной раз 

подтверждает эффективность используемой модели и алгоритма параметри-

ческого синтеза. 
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ГЛАВА 4.  
КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ИНФРАКРАСНЫХ 

СПЕКТРОВ КРИСТАЛЛОВ ТИПА AB 
 

В современной науке актуальным становится привлечение новых тео-

ретических и экспериментальных методов исследования с использованием 

элементов компьютерного моделирования. Это связано с неоспоримым при-

оритетом использования современных ЭВМ при проведении наиболее точ-

ных математических и научно-технических вычислительных процедур [70-

75]. 

Компьютерное моделирование сегодня – один из наиболее эффектив-

ных методов изучения сложных систем. Изучать компьютерные модели го-

раздо проще и удобнее в силу возможности проводить с ними вычислитель-

ные эксперименты, в тех случаях, когда натурные эксперименты обусловле-

ны значительными финансовыми или временными затратами. Логичность и 

формализованность моделей позволяют определить характерные особенно-

сти, определяющие свойства исследуемого объекта-оригинала (или целого 

класса объектов), к примеру, исследовать отклик моделируемой физической 

системы на изменения ее параметров и начальных условий [76]. Этот вид мо-

делирования заключается в выполнении серии вычислительных эксперимен-

тов с использованием ЭВМ, цель которых – анализ, интерпретация и сравне-

ние результатов моделирования с реальным поведением изучаемого объекта 

и, при необходимости, последующая доработка модели и т. д. [77-79]. 

Автоматизация решения прикладных задач не ограничивается приме-

нением единственного программного средства, для расчетов могут привле-

каться комбинации из различных программных средств [80]. Например, для 

повышения скорости вычислений и графических построений могут исполь-

зоваться достаточно универсальные интегрированные системы автоматиза-

ции математических и научных расчетов, – таких как, например, MathCAD, 

MatLAB или Maple, а для создания независимых пакетов прикладных про-
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грамм с целью проведения вычислительных экспериментов используют со-

временные языки программирования высокого уровня. 

 

4.1.  Программные средства автоматизации расчетов 
Минимальные требования, предъявляемые к результатам выполнения 

компьютерного моделирования поляризационных спектров двухкомпонент-

ного кристалла, а так же расчету необходимых параметров модели, обусло-

вили выбор двух видов программного обеспечения, требуемых для практиче-

ской реализации автоматизации прикладных расчетов. 
 
4.1.1.  Среда объектно-ориентированного программирования C++ Builder 

Borland C++Builder на сегодня – наиболее совершенная визуальная 

среда быстрой разработки на C++ для Windows. В ее состав входит около 200 

самых разных компонентов, а создание законченной программы требует ми-

нимума усилий. Ближайший конкурент Borland C++Builder — это не система 

Microsoft Visual C++, которая построена по другой схеме, a Microsoft Visual 

Basic. Однако эффективность программ, создаваемых с помощью 

C++Builder, в десятки раз превосходит быстродействие программ, написан-

ных на MS Visual Basic. Да и по числу свободных доступных компонентов 

равных среде C++Builder сегодня не найти [81]. 

У этой системы есть аналог — среда Borland Delphi, технология работы 

с которой полностью совпадает с технологией, принятой в С++Builder. Од-

нако в Delphi программный код пишется не на языке C++, а на языке про-

граммирования Паскаль, точнее, на его объектно-ориентированной версии 

ObjectPascal. Но самое интересное, что Borland C++Builder позволяет писать 

программу при желании одновременно и на С++, и на Паскале. 

Вместо отдельного инструментария, оперирующего визуальными эле-

ментами управления, в C++ Builder интегрирована так называемая палитра 

компонент, разделенная картотечными вкладками на несколько функцио-

нальных групп. Функциональные возможности поставляемых компонент 
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можно достаточно просто модифицировать, а также разрабатывать компо-

ненты, обладающие совершенно новым, оригинальным поведением. 

Система содержит библиотеку из более 100 повторно используемых 

визуальных компонент, которые перетаскиваются мышью на форму и сразу 

становятся элементами управления прототипа программы [82 –84]. Помимо 

известных элементов управления Windows (кнопки, линейки прокрутки, поля 

редактирования, простые и комбинированные списки и т.д.). Библиотека со-

держит новые компоненты поддержки диалогов, обслуживания баз данных и 

многие другие. 

C++Builder поддерживает основные принципы объектно-

ориентированного программирования – инкапсуляцию, полиморфизм и мно-

жественное наследование, а также нововведенные спецификации и ключевые 

слова в стандарте языка C++. 

C++Builder обеспечивает высокое быстродействие при компиляции и 

сборке 32-разрядных приложений для современных операционных систем 

Windows 7 и Windows 8, включая OLE взаимодействие клиент-сервер. Систе-

ма даже отображает время, затраченное на основные этапы построения про-

грамм. Результирующие программы хорошо оптимизированы по скорости 

исполнения и затратам памяти.  

C++ Builder поддерживает связь с различными базами данных трех ви-

дов: dBASE и Paradox; Sybase, Oracle, InterBase и Informix; Excel, Access, Fox-

Pro и Btrieve. Механизм BDE (Borland Database Engine) придает обслужива-

нию связей с базами данных удивительную простоту и прозрачность. Про-

водник Database Explorer позволяет изображать связи и объекты баз данных 

графически. 

Благодаря средствам управления проектами, двусторонней интеграции 

приложения и синхронизации между средствами визуального и текстового 

редактирования, а также встроенному отладчику (с ассемблерным окном 

прокрутки, пошаговым исполнением, точками останова, трассировкой и т.п.) 



91 
 

– C++ Builder корпорации Borland предоставляет собой уникальную среду 

разработки [85]. 
 
 

4.1.2.  Математический пакет MatLAB 

Современные системы компьютерной математики предоставляют це-

лый набор интегрированных программных сред для автоматизации различ-

ных видов математических расчетов [86-92]. При этом, учитывая значитель-

ную сложность полученных выше выражений описывающих поляризацион-

ные процессы, происходящие в диэлектрике, находящемся в переменном 

электрическом поле, а также объективную необходимость моделирования 

спектральных характеристик процесса в широком диапазоне с достаточно 

малой дискретизацией, в качестве наиболее подходящей программной среды 

был выбран пакет MatLAB.  

MatLAB – одна из первых, тщательно проработанных систем автомати-

зации математических расчетов, которая прошла проверку временем. Она со-

здана на расширенном представлении и использовании матричных операций. 

Сегодня MatLAB – одна из наиболее мощных и универсальных интегриро-

ванных систем компьютерного моделирования. В ее составе связаны: удоб-

ная оболочка; текстовый редактор выражений комментариев, графический 

программный процессор и решатель. 

В числе основных задач системы – предоставить в распоряжение поль-

зователя мощный язык программирования, ориентированный на проведение 

математических расчетов и, возможно, превосходящий потенциал традици-

онных языков программирования, многие годы, пользовавшиеся популярно-

стью для реализации численных методов [93]. Особое внимание при этом 

направлено на повышение скорости вычислений, и адаптацию системы к ре-

шению всевозможных задач пользователей.  

Кроме того, программный продукт MatLAB можно использовать для 

проведения расчетов практически в любой области науки и техники. Напри-

мер, он широко применяется при математическом моделировании механиче-
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ских устройств и систем, к примеру, в динамике, гидродинамике, аэродина-

мике, энергетике и т.д. Это обусловлено не только обширным набором мат-

ричных и иных операций и функций, но и наличием пакета расширения 

Simulink, который специализируется на решении задач блочного моделирова-

ния динамических систем, а также большим количеством других расшире-

ний. Открытость и расширяемость – самые важные достоинства MatLAB. Си-

стема позволяет пользователю не только создавать отдельные файлы, но со-

бирать из них целые библиотеки для реализации специфических задач. Уди-

вительная легкость модификации системы и возможность ее приспособления 

к решению своеобразных задач науки и техники позволили создать десятки 

пакетов прикладных программ (toolbox), значительно расширивших сферы 

применения системы. 

Следует отметить, что последние версии MatLAB ориентированы на 

использование многомерные массивы, массивов ячеек, массивов структур, 

массивов Java и разреженных матриц. Последние, в свою очередь, использу-

ются для создания и отладки новых алгоритмов матричных и основанных на 

них параллельных вычислений. При этом система обладает средствами поз-

воляющими интегрировать свои библиотеки с другими программными про-

дуктами [94-97].  
 

4.2.  ППП «Моделирование инфракрасных спектров  
кристаллов типа AB» 

На основе предложенного алгоритма параметрического синтеза и мо-

дификации системной модели упругой ионной поляризации кристаллическо-

го диэлектрика разработан пакет прикладных программ, направленный на 

решение следующих задач: 

1) расчет собственных параметров кристалла – таких как эффективные 

заряды и коэффициент сжимаемости кристалла; 

2) расчет динамических параметров процесса – таких как коэффициен-

ты затухания колебаний; 
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3) расчет частотных диэлектрических спектров кристаллических ди-

электриков типа AB; 

4) автоматизированное построение подробных спектров всех поляри-

зационных характеристик процесса. 

В качестве среды разработки программы используется пакет C++ 

Builder, а языком программирования выбран C++, входящий в его состав. 

Технология, используемая для создания графического интерфейса пользова-

теля – WinForms, входящая в комплект технологий .Net Framework. WinForms 

– последняя надстройка над разработкой пользовательского интерфейса с ис-

пользованием Win API. 

WinAPI – это совокупность функций осуществляющих взаимодействие 

пользовательской программы с ресурсами операционной системы, а также 

отображение простейших элементов графического интерфейса пользователя. 

Скорость взаимодействия прикладной программы с ядром операционной си-

стемы с использованием этих функций многократно возрастает, однако их 

разработка была выполнена до появления объектного подхода в программи-

ровании, в связи с этим применение данных функций в чистом виде услож-

няет разработку программ. Для взаимодействия объектно-ориентированных 

приложений с WinAPI используются надстройки. 

Применение технологии WinForms позволяет обеспечить высокую ско-

рость и эффективность разработки и реализации графического интерфейса 

пользователя за счет того, что большая часть функций визуализации интер-

фейса и формирования ответа на действия пользователя берет на себя 

WinForms. Таким образом, удается значительно снизить вероятность возник-

новения ошибок, и увеличить скорость разработки пользовательских про-

грамм [89, 90]. 

Поскольку разрабатываемый пакет прикладных программ выполняет 

взаимодействие с большими объемами рассчитанных данных, большинство 

из которых не зависит от компонентного состава композита, а их вычисление 

расходует довольно большое количество процессорного времени, можно зна-
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чительно повысить степень быстродействия пакета, если использовать для 

хранения всех независимых массивов данных в БД. В качестве СУБД был 

выбран свободно распространяемый российский клон Interbase – Yaffil. 

 
4.2.1.  Методика расчетов параметров модели 

В связи с тем, что поляризационные характеристики рассматриваемого 

процесса в большей степени определяются параметрами кристалла, задание 

адекватных значений данных параметров является важнейшей задачей при 

компьютерном моделировании спектров. Для ее решения был использован 

алгоритм, описанный в третьей главе. Рассмотрим его реализацию. 

Шаг 1: необходимо внести в программу достаточно подробный и глад-

кий набор контрольных данных процесса упругой ионной поляризации для 

изучаемого кристалла. Иначе придется предварительно, используя соответ-

ствующий функционал пакета, провести их интерполяцию кубическими по-

линомами, в связи с этим погрешность расчетов может быть существенной, а 

полученные значения параметров модели могут использоваться только в ка-

честве ориентировочных. 

Шаг 2: на основе модифицированной системной модели: 
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получаем выражения для комплексных диэлектрических проницаемостей об-

разца: 
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с использованием которых определяем формулы для расчета вещественной и 

мнимой частотных характеристик комплексной диэлектрической проницае-

мости образца: 
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Данные выражения позволяют получить расчетные формулы оптиче-

ского показателя преломления и оптического показателя поглощения кри-

сталлического диэлектрика: 

.
2

)(

;
2

)(

22

22

εεε
ωχ

εεεω

′−′′+′
=

′+′′+′
=n

 (4.4) 

Использование показателя преломления обусловлено тем, что боль-

шинство экспериментальных контрольных спектров представлено именно 

этой характеристикой. 

Шаг 3: на основе синтезированного численного метода осуществляем 

расчет параметров модели. 

Шаг 4: после успешного определения параметров модели становятся 

возможными расчет и компьютерная визуализация инфракрасных спектров 

двухкомпонентного кристалла: вещественной и мнимой характеристик ди-
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электрической проницаемости образца и оптических показателей преломле-

ния и поглощения. Кроме того, на основании имеющихся частотных зависи-

мостей могут быть сформированы аналогичные им длинноволновые спектры 

или волновые характеристики. Для решения данной задачи в программном 

пакете используются следующие формулы для перерасчета аргументов: 

,/1
;/2

λ
ωπλ

=
=

v
c

 (4.5) 

где c – скорость света в вакууме; ν – частота. 

 

4.2.2.  Структура пакета прикладных программ 

На основании детального изучения предметной области, связанной с 

рассматриваемым в работе поляризационным процессом, а также требова-

ний, предъявляемым к программному продукту, была сформирована UML 

диаграмма вариантов использования, представленная на рис. 4.1 

 
Рис. 4.1. Диаграмма вариантов использования. 

 

С использованием полученной диаграммы прецедентов, была построе-

на объектная декомпозиция будущего программного продукта, которая изоб-

ражена в виде блок-схемы, представленной на рис. 4.2. 
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Рис. 4.2. Структурная схема программного продукта. 

 

Рассмотрим данную схему подробно. Все входные данные, изображен-

ные на схеме в виде прямоугольников, пакет получает от пользователя при 

помощи графического интерфейса, который представляет собой механизм 

взаимодействия программы с пользователем. Основными объектами данного 

модуля являются кнопки, формы, поля для ввода. 

Далее полученные данные используются в «блоках», которые выпол-

няют основную часть вычислений и преобразований данных. Основной ис-

полняемый модуль представлен на схеме большим прямоугольником, а 

стрелки символизируют потоки данных. 

В состав пакета входят следующие блоки: 

– блок расчета параметров модели осуществляет расчет собственных 

энергетических параметров кристалла и динамических параметров процесса 

на основании разработанной модификации математической модели (4.1) и в 

соответствии с алгоритмом, представленным на рис. 3.4. Входными данными 

для этого блока служат диапазоны изменения параметров и шаги их прира-



98 
 

щения, а также массивы контрольных данных. На выходе – вычисленные 

значения параметров кристалла и изучаемого процесса;  

– блок расчета ВЧХ, АЧХ выполняет расчет вещественной частотной и 

амплитудной частотной характеристик диэлектрической проницаемости об-

разца с использованием выражений (4.2), (4.3). Входные данные – собствен-

ные энергетические параметры кристалла и динамические параметры про-

цесса упругой ионной поляризации. Выходными данными этого блока явля-

ются рассчитанные массивы действительной и мнимой частей диэлектриче-

ской проницаемости; 

– блок расчета спектров предназначен для осуществления расчета зна-

чений функции необходимой поляризационной характеристики от опреде-

ленного аргумента. Эти расчеты производятся на основании выражений (4.4). 

На вход данного компонента необходимо подать ранее рассчитанные масси-

вы действительной и мнимой частотных характеристик диэлектрической 

проницаемости, а также вид спектральной характеристики и аргумента. На 

выходе компонента формируются массивы выбранной поляризационной ха-

рактеристики и аргумента; 

– блок визуализации осуществляет генерацию кода системы GNUPLOT 

и запускает данную среду. Данный компонент в качестве входных данных 

принимает массивы поляризационной характеристики и аргумента, а также 

массивы контрольных данных (при необходимости их вывода); 

– блок подготовки данных для экспорта выполняет формирование 

структурированного файла, содержащего рассчитанные спектральные значе-

ния в соответствии с выбранным форматом. На вход данного блока необхо-

димо подать массивы характеристики и аргумента, а также наименование 

формата экспортного файла; 

– блок импорта данных осуществляет сохранение во внешней памяти 

информации о контрольных данных, полученных от пользователя. В качестве 

входа блок принимает либо структурированный массив, либо единичные 

значения функции и аргумента; 
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– блок подготовки структурированных данных необходим для прове-

дения операции импортирования массива контрольных данных различных 

форматов. Входом блока служит импортируемый файл. На выходе – массив 

контрольных данных; 

– блок хранения предназначен для хранения и извлечения данных, не-

обходимых для проведения расчетов. Доступ к данным в разрабатываемом 

пакете осуществляется посредствам ADO.NET. Выполнение всех запросов 

осуществляется на низком уровне, что позволяет снизить затраты ресурсов 

компьютера и обеспечить максимальное быстродействие.  

Полученная объектная декомпозиция позволяет сформировать UML 

диаграмму классов, которая представлена на рис. 4.3 

 
Рис. 4.3. Диаграмма классов. 

 

В свою очередь, на основании представленной диаграммы классов бы-

ла разработана диаграмма компонентов, представленная на рис. 4.4. В нее 

вошли следующие компоненты: 
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- CalcParam.dll (блок расчета параметров модели); 

- CalcReIm.dll (блок расчета ВЧХ, АЧХ); 

- CalcSpect.dll (блок расчета спектров); 

- Visual.cpp (блок визуализации); 

- Export.cpp (блок подготовки данных для экспорта); 

- PrepStruct.cpp (блок подготовки структурированных данных); 

- Import.cpp (блок импорта данных); 

- Storage (блок хранения). 

Первые три блока (CalcParam.dll, CalcReIm.dll, CalcSpect.dll) представ-

ляют собой динамически подключаемые библиотеки, разработанные в про-

граммной среде MatLAB и скомпилированные в качестве самостоятельных 

компонентов при помощи MatLAB compiler. Остальные компоненты реали-

зованы в среде разработки Borland C++ Builder. 

IRSpec.exe

Интерфейс 
пользователя

CalcParam.dll CalcReIm.dll

Import.cpp PrepStruct.cpp

CalcSpect.dll

Visual.cppExport.cpp

Storage

ExpFile

GNUPLOT
<<Application>>

 
Рис. 4.4. Диаграмма компонентов пакета прикладных программ. 

  

 Поскольку компоненты являются самостоятельными автономными 

модулями, то существует объективная необходимость централизованного 

управления ими. Эту функцию выполняет основной исполняемый модуль 
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(IRSpec.exe), который будет управлять всеми процессами в пакете. В основе 

работы данного компонента лежит разработанный автором протокол. 

 

4.2.3.  Описание исполняемого модуля и протокола 

Рассмотрим более подробно структуру основного исполняемого моду-

ля, для удобства представим его в виде блок-схемы, изображенной на рис. 4.5 

 
Рис. 4.5. Блок-схема работы исполняемого модуля. 

 

Основной исполняемый модуль функционирует в соответствии с раз-

работанным протоколом. Все данные, полученные при помощи интерфейса 

пользователя, попадают на вход функции, осуществляющей их разбор и 

определение необходимого для запуска компонента. В зависимости от полу-

ченных данных возможны следующие варианты развития ситуации: 

а) если получены диапазоны изменения параметров модели и шаги, то 

осуществляется вызов компонента расчета параметров модели 

(CalcParam.dll), который для выполнения своих вычислений запрашивает че-

рез модуль контрольные данные, которые, в свою очередь, выбираются из 

базы данных; 
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б) если получены значения параметров модели, то возможны следую-

щие операции: 

 1) непосредственное сохранение параметров в базе данных; 

 2) вызов компонента расчета АЧХ и ВЧХ (CalcReIm.dll) и пере-

дача ему полученных параметров. Вычисленные АЧХ и ВЧХ передаются 

компоненту расчета спектров (CalcSpect.dll); 

в) если получены вид характеристики и вид аргумента, то они переда-

ются компоненту CalcSpect.dll, который на основании ранее полученных 

массивов АЧХ и ВЧХ осуществляет расчет выбранной зависимости характе-

ристики от аргумента; 

г) если получены массивы характеристики и аргумента, то выполняется 

вызов компонента визуализации (Visual.cpp) и передача ему данных парамет-

ров. Данный компонент осуществляет подготовку скрипта для GNUPLOT и 

запуск его в этой среде; 

д) если получены массивы характеристики и аргумента, а также тип 

экспортируемого файла, то запускается компонент подготовки экспортных 

данных (Export.cpp); 

е) если получен набор контрольных данных в виде файла – вызывается 

компонент подготовки экспортных данных, осуществляющий разбор импор-

тируемого файла и подготовку массива, пригодного для импорта, и передачу 

его обратно модулю. 

ж) если получены единичные контрольные данные или массив, пригод-

ный для импорта, то осуществляется запуск компонента импорта данных 

(Import.cpp) и передача ему единичных контрольных данных для сохранения 

в базе данных. 

Для более наглядного отражения процесса работы протокола предста-

вим его в виде диаграммы состояний, которая изображена на рис. 4.6 
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Ожидание входных 
данных

Ожидание получения вида 
характеристики и аргумента

Ожидание получения 
формата экспорта

Проверка 
на массив

Запуск 
PrepStruct.cpp

Запуск 
Import.cpp

Получен массив
Получены данные точки

Запуск 
CalcReIm.dll

CalcSpect.dll

Экспорт/Виз
уализация

Запуск 
Visual.cpp

Визуализация

Запуск Export.cpp

Экспорт

Запуск 
CalcParam.dll

Сохранение 
параметров

Получены контрольные данные

Получены параметры и диапазон

Получены диапазоны и шаги

 
Рис. 4.6. Диаграмма состояний основного исполняемого модуля. 

 

Исходя из представленного рисунка видно, что модуль в основном 

находится в состоянии ожидания получения входных данных, т.е. после за-

вершения любой последней расчетной операции модуль снова возвращается 

в состояние ожидания. 

 

4.2.4.  Описание интерфейса ППП 

С одной стороны, математический пакет MatLAB содержит в своем ар-

сенале специализированные функции для исследования линейных систем ди-

намических моделей, необходимые для получения спектральных характери-

стик процесса. В связи с этим нет необходимости в явных комплексных рас-

четных выражениях поляризуемостей частиц, которые являются достаточно 

громоздкими. Следовательно, данный пакет позволяет вычислять искомые 

характеристики в разы быстрее, чем при использовании объектно-

ориентированной среды программирования C++ Builder. Данное обстоятель-

ство позволяет существенно увеличить скорость расчета параметров модели. 
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С другой стороны, C++ Builder предоставляет более гибкие и удобные сред-

ства навигации и детализации графиков, а также имеет возможность хранить 

в базе данных любые расчетные значения. Таким образом, ни одна среда 

полностью не удовлетворяет требованиям, предъявляемым к реализации па-

кета, в связи с чем принято решение часть компонентов реализовать в среде 

MatLAB, а часть – на языке высокого уровня C++ в среде C++ Builder. 

Совместное использование данных пакетов позволяет быстро и эффек-

тивно проводить исследование поляризационных характеристик двухатом-

ных кристаллов, что, однако, не исключает возможности их использования 

отдельно друг от друга. 

Главная форма ППП «Моделирование инфракрасных спектров щелоч-

но-галоидных кристаллов» (рис. 4.7) состоит из двух областей. Первая, зани-

мающая наибольшую площадь окна, предназначена для вывода спектраль-

ных характеристик изучаемого процесса, с возможностью просмотра резуль-

татов различных моделей.  

 
Рис. 4.7. Главное окно программы. 
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Кроме того, для детального изучения спектров предусмотрена возмож-

ность масштабирования любой области графика. Вторая область предназна-

чена для отражения и изменения собственных параметров кристалла, с кото-

рым на данный момент работает пользователь, и динамических параметров 

процесса. Управляющие кнопки «Редактировать…» вызывают соответству-

ющие формы для изменения тех или иных переменных. В данной области 

осуществляется также их автоматический расчет на основе контрольных 

данных инфракрасных спектров, имеющихся в системе. 

Для наглядности описания работы программы покажем последователь-

ность действий, необходимых для имитационного моделирования спектра 

кристалла СsBr. Предположим, что в системе нет данных ни о коэффициенте 

сжимаемости, ни об эффективных зарядах. В правом верхнем углу главного 

окна из выпадающего меню выбираем кристалл CsBr, под выбранным кри-

сталлом автоматически обновляются и отражаются его физические свойства. 

При необходимости можно вызвать форму их изменения (рис. 4.8) нажатием 

кнопки «Редактировать параметры кристалла». 

 
Рис. 4.8. Редактирование параметров кристалла. 

 

Редактирование собственных параметров кристалла и динамических 

параметров изучаемого процесса осуществляется на главной форме прило-

жения. 

После выбора кристалла и изменения требуемых параметров, необхо-

димо убедиться в наличии контрольных точек экспериментальных инфра-

красных спектров. Для этого следует поставить галку «Отобразить массив 

контрольных точек», и если они внесены в базу данных, происходит отри-

совка дискретного экспериментального спектра на графике. После чего мож-

но наглядно оценить его качество. Если спектр редкий, для параметрического 
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синтеза необходимо установить галку «Интерполировать контрольные дан-

ные». Ввод и редактирование контрольных точек осуществляется в специ-

альном окне (рис. 4.9), вызываемом кнопкой «Редактировать контрольные 

данные». Программа допускает как поэлементный, так и пакетный ввод. Для 

пакетного ввода необходимо подготовить специально отформатированный 

файл с набором данных. Так же в приложении реализована возможность вне-

сения контрольных точек различных спектров, при занесении их в базу дан-

ных осуществляется автоматический пересчет в значения оптического пока-

зателя преломления. 

 
Рис. 4.9. Редактирование контрольных спектров. 

 

Далее запускаем параметрический синтез нажатием на кнопку «Рассчи-

тать параметры». Длительность выполнения данной процедуры зависит от 

количества точек экспериментального спектра и мощности ЭВИ и может за-

нимать достаточно большой промежуток времени. По окончании расчетов 

программа сообщит пользователю о том, что необходимо записать рассчи-

танные параметры в базу данных для исключения их повторного расчета  

Заключительным этапом работы с программой является визуализация 

поляризационных спектров с использованием различных моделей. Графики 

могут накладываться друг на друга для более удобного их сравнения. 
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4.3.  Контрольные примеры расчетов 
С целью оценки адекватности выполненной модификации системной 

модели процесса упругой ионной поляризации и апробации предложенного 

алгоритма параметрического синтеза необходимо провести верификацию ре-

зультатов вычисления с известными справочными значениями, а также сопо-

ставить результаты моделирования поляризационных спектров с использова-

нием системной и модифицированной моделей. 

Рассмотрение результатов работы алгоритма начнем с кристаллических 

структур, данные о спектре показателя преломления которых являются 

наиболее подробными. Под понятием «подробные» понимается наличие зна-

чений в области установившихся частот, а также в области большого и мало-

го резонансов. 

Рассмотрим результаты имитационного моделирования инфракрасного 

спектра кристалла LiF (рис. 4.10) на базе модифицированной системной мо-

дели. Результатом параметрического синтеза явился следующий набор дан-

ных, необходимых для расчета оптического показателя преломления: 

χ=1.28·10-11, Zэф1=0.88·e, Zэф2=1.24·e, b1=0.01, b2=0.025. Как видно, значения 

собственных параметров кристалла согласуются с литературными данными 

[103-109].  

 
Рис. 4.10. Имитационный спектр LiF на базе  
модифицированной системной модели. 

 



108 
 

Из графика видно, что оба резонансных выброса присутствуют и рас-

положены на длинах волн, соответствующих результатам физических изме-

рений, амплитуда большого выброса практически соответствует реально 

наблюдаемой. Также стоит отметить, что значение показателя преломления в 

области установившихся частот (выделенная контрольная точка) соответ-

ствует литературным данным. Для сравнения приведем имитационный 

спектр рассматриваемого кристалла на базе системной модели, с использова-

нием следующего значения показателя преломления χ=1.1·10-11 [32] (рис. 

4.11). 

 
Рис. 4.11. Имитационный спектр LiF на базе системной модели. 

 

Невооруженным глазом видны отличия, что подтверждает актуаль-

ность выполненной работы. Далее рассмотрим результаты моделирования 

для оставшегося набора кристаллов: KI, KBr, NaCl, CsBr, CsCl в сравнении со 

спектрами, полученными на базе системной модели (рис. 4.12 – 4.17). 

Инфракрасный спектр кристалла KBr на базе модифицированной си-

стемной модели представлен на рис. 4.12: 
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Рис. 4.12. Имитационный спектр KBr на базе  
модифицированной системной модели. 

 

При расчетах использовался следующий набор параметров: χ=4.3·10-11, 

Zэф1=1·e, Zэф2=1.3·e, b1=0.09, b2=0.02. Как и в предыдущем опыте, видно соот-

ветствие расчетной кривой контрольным данным. Используя системную мо-

дель, проведем расчет спектра показателя преломления с использованием 

табличного значения коэффициента сжимаемости кристалла KBr χ=4.7·10-11, 

визуализация результатов представлена на риc. 4.13. 

 
Рис. 4.13. Имитационный спектр KBr на базе системной модели. 

 

Приведенные результаты еще раз подтверждают, что учет сил внутрен-

него трения вносит существенный вклад в результаты расчетов. 
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Спектр кристалла NaCl, с использованием параметров: χ=3.8·10-11, 

Zэф1=0.94·e, Zэф2=0.96·e, b1=0.03, b2=0.03, представлен на рис. 4.14. 

 
Рис. 4.14. Имитационный спектр NaCl на базе  
модифицированной системной модели. 

 

Рис. 4.15 отражает спектр показателя преломления кристалла NaCl, по-

лученный при использовании системной модели и табличного показателя 

преломления χ=3.3·10-11. 

 
Рис. 4.15. Имитационный спектр NaCl на базе системной модели. 

 
Для проверки универсальности пакета прикладных программ проведем 

имитационное моделирование оптического показателя преломления для кри-

сталла с другим типом решетки (CsCl) – CsBr. Для данного кристалла в ходе 

параметрического синтеза были определены следующие параметры: 
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χ=5.54·10-11, Zэф1=1.2·e, Zэф2=1·e, b1=0.03, b2=0.045. Результат эксперимента 

представлен на рис. 4.16. 

 
Рис. 4.16. Имитационный спектр CsBr на базе  
модифицированной системной модели. 

 

Поскольку в литературных источниках не найдено данных о значении 

коэффициента сжимаемости для кристалла CsBr, то для визуализации спек-

тра показателя преломления на базе системной модели было использовано 

значение, полученное в ходе параметрического синтеза. Результат представ-

лен на рис. 4.17. 

 
Рис. 4.17. Имитационный спектр CsBr на базе системной модели. 

 

Следует отметить, что модель вида (2.26) позволяет создать эквива-

лентную наглядную структурную схему, изображенную на рис. 4.18 [110], 
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которая в свою очередь дает возможность разработанному пакету реализовы-

вать компьютерное моделирование не только частотных характеристик, но и 

временных оптических спектров композиционных материалов.  

 
Рис. 4.18. Структурная схема общей  

совокупности поляризационных процессов. 
 

Данная схема является частью структурной схемы имитатора ком-

плексного показателя преломления электромагнитного света кристаллами 

типа AB, представленной в приложении В (стр. 141). 

Представим результаты компьютерных экспериментов, направленных 

на имитационное моделирование временной зависимости оптического пока-

зателя преломления следующей группы кристаллов: NaCl, KBr, CsBr (рис. 

4.19 – 4.21). 

 
Рис. 4.19. Временной спектр оптического показателя преломления NaCl, соответствующей 

длине волны внешнего поля, равной 9.4∙10-4 м. 
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Рис. 4.20. Временной спектр оптического показателя преломления KBr, соответствующей 

длине волны внешнего поля, равной 9.4∙10-4 м. 

 
Рис. 4.21. Временной спектр оптического показателя преломления CsBr, соответствующей 

длине волны внешнего поля, равной 9.4∙10-4 м. 
 

Анализ внешнего вида полученных кривых временной зависимости по-

казателя преломления показывает, что практически за два такта она приходит 

в устойчивое состояние, соответствующее справочному значению n(λ), при-

сущему рассматриваемой длине волны приложенного поля, изображенному 

на рисунках горизонтальной линией. 

Проведенные вычислительные эксперименты позволяют сделать вы-

вод, что разработанный пакет прикладных программ «Моделирование ин-

фракрасных спектров щелочно-галоидных кристаллов» обладает свойством 

универсальности. 
 

4.4.  Выводы по главе 
На основе проведенного анализа, результатов расчета собственных па-

раметров кристаллических диэлектриков и динамических параметров поля-
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ризационного процесса, а также их имитационных поляризационных спек-

тров, полученных с использованием модифицированной системной модели 

при помощи ППП «Моделирование инфракрасных спектров щелочно-

галоидных кристаллов типа AB», можно сделать следующие выводы: 

Во-первых, разработанный протокол управления основным исполняе-

мым модулем является универсальным, поскольку может быть использован 

для проведения расчетных процедур использующих схожие с рассматривае-

мой методики. 

Во-вторых, сам разработанный пакет обладает свойством универсаль-

ности, поскольку позволяет успешно моделировать инфракрасные спектры 

набора разных щелочно-галоидных кристаллов (по которым были найдены 

данные о показателе преломления), практически соответствующие реально 

наблюдаемым. 

В-третьих, пакет эффективен, поскольку расчет и визуализация поляри-

зационных спектров выполняется практически с минимальными затратами 

процессорного времени, а расчет параметров процесса и кристалла при ис-

пользовании среднестатистического настольного компьютера занимает не-

многим более часа. 

В-четвертых, в связи с тем, что часть пакета распространяется в виде 

исходных файлов (для среды MatLAB), ППП «Моделирование инфракрасных 

спектров кристаллов типа AB» обладает свойством открытости и за счет не-

значительных изменений может быть адаптирован для моделирования ими-

тационных спектров других групп кристаллов типа AB. 

В-пятых, для некоторых кристаллов пакет позволил получить новые 

значения коэффициентов сжимаемости и эффективных зарядов. Заключение 

об их адекватности сделано на основании частичного или полного соответ-

ствия расчетного спектра реально наблюдаемым физическим свойствам. 

Таким образом, можно сделать вывод, что пакет прикладных программ 

«Моделирование инфракрасных спектров кристаллов типа AB», реализован-

ных на основе модифицированной системной модели и разработанного про-
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токола является мощным инструментом, который позволяет проводить ими-

тационное моделирование оптических и электрических спектров, а также 

определять собственные параметры кристалла. 
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В заключении автор выражает глубокую благодарность научному ру-

ководителю, Заслуженному деятелю науки РФ, доктору физико-

математических наук, профессору Михайлову М.М. под руководством кото-

рого выполнялась данная работа. 

Автор выражает свою признательность доктору технических наук, до-

центу Еремину И.Е. за проведенные консультации при выполнении работ 

связанных с модификацией системной математической модели изучаемого 

процесса. 

Основные теоретические и практические результаты, полученные в 

рамках представленной диссертационной работы, позволяют сформулиро-

вать следующие выводы: 

Во-первых, ввод в рассмотрение динамических параметров процесса 

позволил сформировать оригинальные математические выражения, описы-

вающие рассматриваемый процесс, и, с точки зрения структуры, отличающи-

еся от существующих аналогов. 

Во-вторых, разработанный метод параметрического синтеза, получен-

ный с использованием численных методов многопараметрической оптимиза-

ции, даст возможность получить более качественные результаты моделиро-

вания поляризационных характеристик. Данный метод может быть использо-

ван также для поиска ранее неизвестных параметров кристалла, при наличии 

подробного контрольного спектра показателя преломления. 

В-третьих, разработанная модель процесса упругой ионной поляриза-

ции двухкомпонентного кристалла и алгоритм параметрического синтеза 

позволили создать ряд официально зарегистрированных программных про-

дуктов, ориентированных на имитационное моделирование поляризацион-

ных свойств диэлектрика. 
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В-четвертых, авторские вычислительные средства позволили провести 

тестирование разработанной математической модели и численного метода и 

констатировать практическую эффективность их применения.  

Необходимо отметить, что предлагаемые модели, численные методы и 

комплексы программ могут рассматриваться не только в качестве прикладно-

го дополнения теоретической базы традиционной теории поляризации, но и 

оказаться полезными для анализа поляризационных процессов, происходя-

щих в различных технических материалах. 

Таким образом, в рамках проведенного исследования были получены 

новые результаты в трех научных областях: 

в области математического моделирования: сформирована ориги-

нальная математическая модель исследуемого процесса, синтезируемая по-

средством введения в рассмотрение коэффициента пропорциональности 

между частотой собственных колебаний частиц и коэффициентами их зату-

хания, которая отличается от существующих аналогов своей математической 

структурой, что позволило сократить общее число переменных в исходной 

системной модели, следовательно, снизить погрешность вычислений; 

в области численных методов: на базе объединения методов покоор-

динатного спуска каскадов и направленного перебора разработан алгоритм 

поиска с одной стороны – собственных параметров объекта, с другой сторо-

ны – динамических параметров процесса; 

в области комплексов программ: реализован главный расчетный мо-

дуль на работающий под управлением разработанного протокола. Данный 

протокол позволяет управлять расчетными компонентами, осуществляющи-

ми детерминированное моделирование частотных характеристик ионной по-

ляризации двухатомных кристаллов. 

Все перечисленное позволяет сделать заключение, что настоящая дис-

сертационная работа, выполненная в рамках специальности 05.13.18 – «Ма-

тематическое моделирование, численные методы и комплексы программ», 

полностью соответствует паспорту специальности. 



118 
 

Дальнейшее развитие предлагаемого подхода может быть направлено 

на апробацию применения разработанной математической модели и вычис-

лительной методики к исследованию других конденсированных диэлектри-

ков, например, группы кристаллов AxBy. Кроме того, этот подход может ока-

заться полезным при постановке и решении задач виртуального проектиро-

вания кристаллических диэлектрических сред, с желаемыми поляризацион-

ными свойствами. Объединение аналитических методов технической кибер-

нетики современных компьютерных технологий для исследования свойств 

физических объектов и систем – одно из объективных условий дальнейшего 

развития физики конденсированного состояния. 
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