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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
 

Актуальность темы.  
От решений специалистов в области управления зависит эффективность 

функционирования экономической системы. При этом возникает необходи-
мость анализа большого количества информации, что затруднительно осуще-
ствить без соответствующего математического аппарата и программных 
средств. В связи с этим разработка инструментов для повышения качества 
управленческих решений и скорости их формирования путем автоматизации 
обработки данных является актуальной задачей.  

Задачи, возникающие перед специалистами, по направлению причинно-
следственной связи можно разделить на прямые и обратные. Обратные задачи 
являются более сложными по сравнению с прямыми и заключаются в опреде-
лении значений изменяемых входных переменных для достижения заданного 
значения показателя деятельности объекта. Таким образом, значимость такого 
рода задач очень высокая, а их решение позволяет ответить на вопрос "как сде-
лать так чтобы?" и осуществить выбор относительно значений входных управ-
ляемых переменных, что играет важную роль в формировании решений в обла-
сти экономики. Кроме того, можно отметить широкое распространение обрат-
ных задач в различных областях: экономика, физика, астрономия, обработка 
изображений и т.д. 

Актуальность данного направления исследований подтверждается также 
государственной политикой, в частности, программа «Цифровая экономика 
Российская Федерации» (утверждена распоряжением Правительства Россий-
ской Федерации от 28 июля 2017 г. N 1632-р.) ставит такие задачи как ускоре-
ние технологического развития российских компаний, обеспечение ускоренно-
го внедрения цифровых технологий в экономике и социальной сфере. Сокра-
щению сроков разработки систем принятия решений, а также их распростране-
нию (тиражируемости) может способствовать разработка простых в компью-
терной реализации алгоритмов решения задач, создание моделей на основе вы-
явленных типовых задач и шаблонов разработки программного обеспечения. 
Таким образом, могут быть созданы научные основы для разработки систем 
принятия управленческих решений, позволяющих передать часть интеллекту-
ального труда специалистов ЭВМ. Это повысит эффективность и качество ра-
боты организаций, обеспечив их конкурентоспособность и прибыльность. 

Степень проработанности проблемы. 
Интерес к решению обратных задач возник достаточно давно, так отдель-

ные результаты приводятся в трудах античных философов, например, решение 
Аристотелем задачи восстановления формы Земли по её тени на Луне. При 
этом актуальность решения обратных задач в различных областях исследования 
сохраняется и по сей день. Это обусловлено в том числе сложностью решения 
такого рода задач из-за их некорректности. Определение корректности задачи 
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было сформулировано Ж. Адамаром, в частности был обозначен такой признак 
как наличие единственного решения задачи на некотором множестве, которое 
должно непрерывно зависеть от входных данных. 

Значительный вклад в исследование обратных задач принадлежит А. Н. 
Тихонову, который показал, что определение дополнительных условий на ре-
шение позволяет получить устойчивую задачу. Он предложил способ регуляри-
зации некорректной задачи, т.е. сведение исходной задачи решения некоторого 
операторного уравнения к проблеме поиска минимума некоторого функциона-
ла. Также результаты исследования обратных задач отражены в трудах ученых 
М. М. Лаврентьева и Л. Я. Савельева, В.К. Иванова, В. В. Васина, В. П. Тананы, 
Р. Латтеса и Ж. Л. Лионса, М.М. Лаврентьева, В. Г. Романова, С. П. Шишатско-
го, В. А. Морозова, О. А. Лисковца, В. В. Васина, А. Л. Агеева, А. М. Федотова, 
Г. М. Вайникко, В. К. Иванова, И. В. Мельниковой и А. И. Филинкова, В. П. 
Тананы и А. И. Сидиковой, Ю. Е. Воскобойникова, Кабанихина С. И., A. Taran-
tola, R. L. Parker, C. W. Groetsch. Отдельным направлением в решении некор-
ректных задач является разработка простых в компьютерной реализации итера-
ционных алгоритмов. Результаты исследований в этом направлении приводятся 
в работах А. А. Самарского и П. Н. Вабищевича, А. М. Денисова, С. Р. Вогеля, 
Ю. Е. Воскобойникова, И. В. Емелина, С. Ф. Гилязова и Н. Л. Гольдмана, C. И. 
Кабанихина, О. В. Матысик, В. Н. Страхова, М. А. Красносельского, Г. М. Вай-
никко, П. П. Забрейко, Я. Б. Рутицкого, и В. Я. Стеценко и др.  

Одной из областей, где обратные задачи широко востребованы, является 
экономика. Отдельные результаты решения такого рода задач в различных по-
становках при исследовании экономических объектов приводятся в работах 
Семенчина Е. А. и Невечеря А. П., Урусовой А. С., Ekeland I. и Djitte N. и дру-
гих.  

В 1996 году Одинцовым Б.Е. был разработан аппарат обратных вычисле-
ний, в следующей постановке [40]: определение изменений аргументов функ-
ции на основе начальных значений аргументов, заданного значения функции и 
экспертной информации, в качестве которой выступает направление изменения 
показателей и коэффициенты относительной важности. В учебном пособии [40] 
рассмотрено использование данного аппарата для формирования экономиче-
ских решений, а также для инженерных расчётов: определение параметров гео-
метрических фигур; расчёт характеристик инженерных конструкций, например, 
вычисление площади оснований каменного быка при изменении высоты моста, 
в том числе с использованием дифференциальных уравнений первого порядка, 
логарифмических, показательных, степенных функций. В литературе наиболь-
шее распространение получило использование аппарата для формирования 
экономических решений 

Одинцовым Б.Е. исследуются обратные задачи, которые в отличие от со-
держания задач, рассмотренных Тихоновым А.Н. [6,7] и другими авторами [8 -
13], характеризуются целью управления и наличием прямой функции, отража-
ющей зависимость следствия от причины. Такие задачи являются трудоемкими 
и капризными [40], что выражается в непредсказуемости поведения функции и 
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сложностью определения диапазонов входных данных, при которых задача 
имеет смысл и решение. Решение данного класса задач может быть точечными, 
т.е. базироваться на некоторой точке области решения.  В качестве метода ре-
шения Одинцовым Б.Е. был предложен аппарат обратных вычислений, приме-
нение которого требует указания лицом, принимающим решения, прямой зави-
симости и целевой установки. Таким образом, под решением обратных задач с 
помощью обратных вычислений понимается получение точечных значений 
приростов аргументов прямой функции  (аргументы определяются только для 
одной заданной точки функции) на основании её задаваемого значения и до-
полнительной экспертной информации, в качестве которой выступает направ-
ление изменения показателей и коэффициенты относительной важности. При 
этом прямые вычисления здесь позволяют получить начальное приближение 
решения задачи.   

Существуют работы, направленные на модификацию данного аппарата и 
его применение для ряда частных случаев. Так, для решения задач с ограниче-
ниями был разработан итерационный алгоритм, многократно выполняющий 
решение обратной задачи с изменением результирующего показателя на неко-
торую малую величину до тех пор, пока ограничения не будут нарушены. В 
статье Цветкова М.А. рассмотрен случай, когда один и тот же показатель ис-
пользуется в двух разных обратных задачах. Приводится поиск компромиссно-
го варианта такого аргумента с помощью указания коэффициентов распределе-
ния приростов. Збарским А.М. исследуется использование аппарата обратных 
вычислений для приведения предприятия в равновесное состояние, характери-
зующееся равенством целевых индикаторов, формирующихся из внешних и 
внутренних факторов предприятия. Статья Одинцова Б.Е. посвящена нахожде-
нию решения обратной задачи с учетом «золотых пропорций» показателей 
предприятия. Для этого осуществляется последовательная корректировка ре-
шений с заданными целевыми установками и с учетом «золотых пропорций» в 
зависимости от приоритетности способов достижения цели.  

Ряд исследований посвящен применению обратных вычислений для ре-
шения экономических задач. Так в статье Виштак О. В. и Штыровой И. А.  рас-
смотрено формирование интегрального показателя качества дополнительного 
образования в ВУЗе, определяемого набором групп показателей более низкого 
уровня иерархической структуры. В работе Барминой Е. А. и Квятковской И. 
Ю. формирование интегрального показателя качества работы коммерческой ор-
ганизации также осуществляется с помощью иерархичной структуры, а также 
представлены методики определения интегрированных показателей качества и 
множества измеряемых показателей качества на основе когнитивного модели-
рования. Механизм обратных вычислений в данной работе использован для 
решения задачи формирования рекомендаций по способам повышения качества 
работы организации. Блюмин С. Л. и Боровкова Г. С. рассматривают примене-
ние обратных вычислений для поиска значений показателей результативности 
деятельности сотрудников кафедры высшего учебного заведения для достиже-
ния желаемого значения рейтинга кафедры. Последующий анализ конечных 
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изменений позволил определить сотрудников, способных внести наибольших 
вклад в формирование рейтинга кафедры. Методика совместного использова-
ния системы сбалансированных показателей предприятия и метода обратных 
вычислений рассмотрена авторами Силкина Г. Ю. и Переверзева А. А.  

Таким образом, опубликованные результаты исследований свидетель-
ствуют о востребованности аппарата обратных вычислений для решения задач 
экономики. Однако существует ряд ограничений его применения, в том числе 
связанных с необходимостью определения согласованной экспертной инфор-
мации и кругом решаемых задач. Кроме того, в литературе отсутствует описа-
ние разработки программных средств для решения обратных задач. 

Диссертация посвящена развитию существующего аппарата и разработке 
комплекса моделей, методов и алгоритмов, являющихся более простыми в ком-
пьютерной реализации по сравнению с известными, и предназначенными для 
решения более широкого круга задач экономики, в том числе не требующих 
использования экспертной информации либо требующих меньшего её объема. 
Также в диссертационной работе рассмотрена разработка программных систем 
решения обратных задач.   

Объектом исследования является процесс решения задач на основе об-
ратных вычислений.  

Предметом исследования являются модели, методы, алгоритмы и про-
граммное обеспечение решения задач на основе обратных вычислений.    

Цель диссертационной работы – повышение эффективности процесса 
решения обратных задач за счёт применения математического и программно-
алгоритмического инструментария на основе обратных вычислений.               

Для достижения поставленной цели необходимо было решить следующие 
задачи: 

1. Провести анализ исследований в области решения задач на основе 
обратных вычислений.  

2. Разработать комплекс моделей, методов и алгоритмов решения за-
дач на основе обратных вычислений. 

3. Провести вычислительные эксперименты по решению задач с ис-
пользованием предложенных моделей, методов и алгоритмов, а также сравне-
ние результатов с полученными с помощью известных методов и стандартных 
математических пакетов.  

4. Разработать структуру программы решения обратных задач на ос-
нове предложенных методов и алгоритмов.  

5. Разработать алгоритм поэтапного формирования аргументов иссле-
дуемой функции, образующих дерево цели, с учетом ограничений.   

 
Методы исследования: системный анализ, метод обратных вычислений, 

методы оптимизации, экономический анализ, экспертные методы, статистиче-
ские методы, имитационное моделирование, объектно-ориентированный ана-
лиз.  

Результаты работы, характеризующиеся научной новизной:  
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1. Предложен метод решения задач с помощью обратных вычислений, 
отличающийся от известного формированием уравнения зависимости между 
аргументами функции.    

2. Предложен стохастический метод решения задач на основе обрат-
ных вычислений с ограничениями, отличающийся от известных использовани-
ем процедуры выбора аргументов для достижения цели с помощью моделиро-
вания полной группы несовместных событий.  

3. Разработаны оптимизационные модели для решения задач на осно-
ве обратных вычислений при максимизации соответствия экспертным целепо-
лаганиям и при минимизации отклонений аргументов от исходных значений.  

4. Разработаны методы и алгоритмы решения  задач на основе обрат-
ных вычислений, представленных в виде оптимизационных моделей, а также 
задач нелинейного программирования, отличающиеся от известных использо-
ванием двухшаговой процедурой, включающей оптимизацию целевой функции 
и переход к значениям аргументов, удовлетворяющим ограничению задачи.  

5. Разработан комплекс проблемно-ориентированных программ для 
решения задач на основе обратных вычислений, отличающийся от существую-
щих возможностью решения иерархических задач с ограничениями.    

 
Теоретическая значимость исследования заключается в том, что приме-

нительно к проблематике диссертации результативно использован комплекс 
существующих базовых методов, в частности аппарат обратных вычислений, 
эконометрическое моделирование, имитационное моделирование, методы оп-
тимизации. Изложены аргументы в пользу создания комплекса моделей, мето-
дов, алгоритмов и концепций разработки программного обеспечения для реше-
ния задач на основе обратных вычислений. Раскрыты недостатки и ограничения 
существующих методов решения обратных и оптимизационных задач. Изучены 
характеристики разработанных алгоритмов, показано соответствие результатов 
их работы и результатов, полученных с помощью известных алгоритмов, а так-
же математических пакетов. Проведена модернизация аппарата обратных вы-
числений, методов нелинейной оптимизации, что позволило получить комплекс 
моделей, методов и алгоритмов для решения обратных задач, уменьшить объем 
используемой экспертной информации, снизить временные затраты на решение 
задач. 

Практическая значимость работы заключается в разработке и внедре-
нии комплекса моделей, методов, алгоритмов и программного обеспечения ре-
шения задач на основе обратных вычислений. Определены пределы и перспек-
тивы практического использования результатов исследования, которые могут 
быть применены предприятиями и организациями различных сфер деятельно-
сти при создании систем поддержки принятия решений для эффективного стра-
тегического и оперативного управления, а также разработанные алгоритмы мо-
гут быть применены в других областях исследования, в частности, при созда-
нии программных систем, включающих решение оптимизационных задач. Ис-
пользуемый подход позволит обеспечить экономию ресурсов при создании 
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программного обеспечения и быстродействие реализованных программных си-
стем.  

Реализация и внедрение результатов диссертационной работы.  
Разработанные модели, алгоритмы, а также программы ЭВМ внедрены в 

организациях: ООО «Томская нефть», АО «Разрез «Степановский», ООО «Га-
марджоба», г. Томск, ООО «ФОРС», г. Реутов, ООО «Сибмед», г. Томск, ООО 
«Вокифудтомск», г. Томск, ООО «Титан», г.Томск, ООО «Интенс-строй», г. 
Томск, ООО «Дельта», г.Юрга, МАОУ ДО Дворец творчества детей и молоде-
жи, г. Томск.    

Результаты исследований внедрены в учебный процесс Томского госу-
дарственного университета систем управления и радиоэлектроники в виде 
учебных пособий, методических указаний для выполнения практических, лабо-
раторных работ по дисциплинам «Эконометрика», «Математическое и имита-
ционное моделирование экономических процессов», «Технико-экономический 
анализ деятельности предприятия», «Исследование операций и методы оптими-
зации». Теоретические положения использовались для постановки задач науч-
но-исследовательской работы студентов, 25 выпускных квалификационных ра-
бот, в том числе 11 магистерских диссертаций.    

Результаты диссертации использованы в ФГБОУ ВО «ТУСУР» при вы-
полнении государственного задания Министерства науки и высшего образова-
ния РФ, проект FEWM-2020-0036 «Методическое и инструментальное обеспе-
чение принятия решений в задачах управления социально-экономическими си-
стемами и процессами в гетерогенной информационной среде». 

Основные положения, выносимые на защиту:  
1. Метод на основе формирования уравнения зависимости между ар-

гументами функции позволяет определить решение задачи на основе обратных 
вычислений без необходимости проверки согласованности экспертной инфор-
мации: соответствия поставленной цели коэффициентам относительной важно-
сти и направлениям их изменения. Это позволяет снизить объем экспертной 
информации и предотвратить ошибки, связанные с определением входных дан-
ных. Соответствует п. 2 паспорта специальности 1.2.2.  

2. Стохастический метод позволяет находить решение многоаргу-
ментных задач на основе обратных вычислений при отсутствии необходимости 
указания направлений изменения аргументов, что приводит к уменьшению 
времени определения входных данных задачи. Соответствует п. 2, 9 паспорта 
специальности 1.2.2.  

3. Оптимизационные модели решения задач на основе обратных вы-
числений позволяют осуществлять формирование значения ключевого показа-
теля при максимизации соответствия экспертным целеполаганиям, при исполь-
зовании показателей в нескольких функциях расчёта, а также при минимальном 
отклонении значений входных переменных от исходных величин. Соответству-
ет п. 8 паспорта специальности 1.2.2. 

4. Оптимизационные методы и алгоритмы на основе обратных вычис-
лений позволяют эффективно решать задачи условной оптимизации. В качестве 
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основных критериев эффективности рассматривается качество (точность, до-
стоверность, сходимость) и время решения задачи. Соответствует п. 2 паспорта 
специальности 1.2.2.  

5. Проблемно-ориентированный комплекс программ позволяет осу-
ществлять формирование ключевого показателя путем поэтапного решения 
иерархических задач с ограничениями на основе обратных вычислений и сни-
зить временные затраты на обработку данных в среднем на 25%. Соответствует 
п. 3 паспорта специальности 1.2.2.  

 
Апробация работы. Основные научные положения диссертационной ра-

боты докладывались и обсуждались на научных конференциях: «Научная сес-
сия ТУСУР», 2005, 2006, 2007, 2008, 2022 г. (Томск); «Студент и научно-
технический прогресс», 2005 г. (Новосибирск); «Молодежь и современные ин-
формационные технологии», 2007, 2014 г. (Томск); «Современное образование: 
традиции и новации», 2006 г. (Томск); «Электронные средства и системы 
управления», 2007 (Томск); «Инновационные технологии и экономика в маши-
ностроении», 2008 г. (Юрга); «Современные техника и технологии», 2008 
(Томск); «Современные технологии принятия решений в цифровой экономике», 
2018 (Юрга); «Информационные технологии в науке, управлении, социальной 
сфере, медицине», 2018 (Томск); «Инноватика-2019», 2019 (Томск); «Перспек-
тивы развития фундаментальных наук», 2019 (Томск); «Математическое и ин-
формационное моделирование», 2022 г. (Тюмень); «Информационные системы 
и технологии в образовании, науке и бизнесе», 2022 г. (Улан-Удэ).  

Публикации. По теме диссертации опубликовано 96 работ, в том числе: 
27 статей в изданиях, входящих в перечень ВАК; 3 монографии; 10 статей в 
журналах, индексируемых Scopus/Web of Science; 6 статей в сборниках конфе-
ренций, индексируемых Scopus/Web of Science; 10 учебных пособий (из них 2 с 
грифом СибРумц, 3 с грифом УМО). Получено 9 свидетельств о регистрации 
программ ЭВМ в Федеральной службе по интеллектуальной собственности, па-
тентам и товарным знакам. Без соавторов опубликовано 32 работы, в т.ч. 1 
научная монография, 1 коллективная монография, 13 статей в журналах из пе-
речня ВАК, 6 статей в журналах, индексируемых Scopus/Web of Science; 3 ста-
тьи в сборниках конференций, индексируемых Scopus/Web of Science; 1 учеб-
ное пособие с грифом УМО.  

Личный вклад автора. Все основные результаты диссертационной рабо-
ты получены лично автором. Программные продукты созданы автором либо на 
основе моделей, методов и алгоритмов автора, под его руководством и при 
непосредственном участии.  

Структура и объем диссертации.  Диссертационная работа состоит из 
введения, семи глав, заключения, списка литературы и приложений. Объем 
диссертации составляет 331 страницу (включая 139 рисунков и 55 таблиц). 
Список литературы состоит из 244 наименований.  
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СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 
Во введении обоснована актуальность темы, представлена степень про-

работанности проблемы, сформулированы цель и задачи диссертационной ра-
боты, показаны научная новизна, теоретическая и практическая значимость, 
приведены основные защищаемые положения. 

В первой главе «Методы решения обратных задач» приводится реше-
ние обратной задачи с использованием регуляризации и оптимизационных ме-
тодов, а также обратных вычислений.  Рассмотрены приставленные в литерату-
ре аналитические формулы решения обратной задачи с помощью обратных вы-
числений и их модификации в случае многоаргументной функции, наличия 
ограничений, использования аргумента в нескольких функциях. Представлены 
экономические модели, которые применены диссертационной работе (аддитив-
ная, мультипликативная, нелинейная аддитивная, мультипликативная нелиней-
ная, мультипликативно-аддитивная). Сделан вывод об ограничениях и недо-
статках существующего аппарата, в том числе связанных с необходимостью 
определения согласованной экспертной информации и кругом решаемых задач.  

Во второй главе «Разработка методов и алгоритмов для решения за-
дач на основе обратных вычислений» приводится описание метода решения 
обратных задач на основе формирования уравнения зависимости между аргу-
ментами функции и стохастического метода решения обратных задач с ограни-
чениями.  

Решение обратных задач на основе формирования уравнения зависимо-
сти заключается в определении аргументов функции f на основании её указан-
ного значения, начальных значений аргументов, коэффициентов относительной 
важности и виду зависимости между аргументами (изменение аргументов в од-
ном направлении, изменение аргументов в разных направлениях). Разработан-
ный метод предполагает построение линейного уравнения связи между аргу-
ментами x вида 1 2x a bx   (где a, b – числовые параметры, определяемые на ос-
нове значений коэффициентов относительной важности и исходных значений 
аргументов) с помощью минимаксного метода и подстановку полученного 
уравнения в исходное соотношение. Таким образом решение задачи сводится к 
решению системы уравнений:  

* * *
1 2

* *
1 2

( , );

;

y f x x

x a bx

 


 
 

где x* – искомые значения аргументов;  
y*  – заданное значение результирующего показателя.  
В отличие от классического метода обратных вычислений представлен-

ный метод позволяет избежать проверок согласованности дополнительной ин-
формации, поступающей от специалиста: соответствия поставленной цели ко-
эффициентам относительной важности и направлениям их изменения. Для 
мультипликативно-аддитивной модели (рисунок 1) решение представлено в 
таблице 1.  
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Рисунок 1 – Задача формирования прибыли 

 
Таблица 1 – Решение задачи в случае многоаргументной функции 
Название аргу-

мента 1 
Название ар-

гумента 2 
КОВ1 КОВ2 Значение ар-

гумента 1 
Значение ар-

гумента 2 
Маржинальная 

прибыль 
Постоянные 

затраты 
0,8 0,2 5833 1333 

Выручка Переменные 
затраты 

0,875 0,125 6555 722 

Цена Объем продаж 0,571 0,429 111,62 58,73 
 
Стохастический метод решения обратных задач с ограничениями позво-

ляет выполнить решение многоаргументных задач при наличии ограничений на 
величины аргументов. Основные операции алгоритма связаны с изменением ре-
зультирующего показателя на малую величину и выбором одного из аргументов 
для изменения. Выбор осуществляется с помощью процедуры моделирования 
полной группы несовместных событий, в которой коэффициенты важности рас-
сматриваются в качестве вероятности. При этом при выходе значения аргумента 
за границы (задаются минимальное и максимальное значения), аргумент ис-
ключается из кандидатов на изменение и осуществляется выбор другого аргу-
мента. Для того, чтобы определить возможность изменения аргумента, каждый 
показатель имеет индикатор u, характеризующий допустимость использования 
данного элемента для формирования результирующего показателя, и принима-
ющий два значения: 1 (использование возможно) и 0 (использованием невоз-
можно). Использование стохастического алгоритма обеспечивает нахождение 
решения только для случая, когда сумма абсолютных изменений аргументов 
минимальна, таким образом, отсутствует необходимость определения направ-
лений изменения аргументов. 
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Проведенные вычислительные эксперименты показали соответствие ре-
зультатов, полученных с помощью разработанных методов, и решения с приме-
нением классического аппарата обратных вычислений. Для оценки полученных 
с помощью стохастического алгоритма результатов использован t-критерий 
Стьюдента. Значения t-статистики представлены на рисунке 2 (использовано 50 
случайных реализаций). 

0

0,5

1

1,5

2

2,5

t

Мультипликативная

Мультипликативная 
нелинейная

Мультипликативно-
аддитивная

Аддитивная

t(0,05;49)x1 x4x2 x3 x5

 
Рисунок 2 – Значения t-статистики 

 
Также выполнено исследование сходимости алгоритма. Так, на рисунке 3 

представлен график сходимости значения x*
1 для аддитивной модели в зависи-

мости от величины шага y*  изменения результирующего показателя.  

162
164
166
168
170
172

1 2 3 4 5

x* 1

Номер запуска алгоритма

0,1

0,01

0,001

0,0001

0,00001

 
Рисунок 3 – График сходимости значения x*

1 при величине шага y*  0,1, 
0,01, 0,001, 0,0001, 0,00001 

 
Третья глава «Модели и алгоритмы решения обратной задачи на ос-

нове расстояния от исходных значений аргументов» посвящена решению об-
ратной задачи без привлечения экспертной информации путем поиска макси-
мально близкого к исходному решения, т.е. при минимальном изменении аргу-
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ментов. Здесь исходные значения характеризуют текущее состояние объекта, 
следовательно, меньшее их изменение требует меньше ресурсов для достиже-
ния поставленной цели. В качестве меры удаленности полученного решения от 
исходного рассмотрены классические метрики: сумма квадратов изменений и 
сумма модулей изменений аргументов и приведены соответствующие оптими-
зационные модели. 

Методы решения обратной задачи при минимизации суммы квадратов 
изменений аргументов позволяют определять решение оптимизационной зада-
чи следующего вида:  

2

1
*

( ) min,

( ) ,

n
i

i
g x x

f x y y y


   

    

 

где y  – заданное изменение результирующего показателя;  
y*  – заданное значение результирующего показателя; 
x – искомые изменения аргументов, обеспечивающие заданное значение 

результирующего показателя; 
 n – число аргументов. 
Для решения оптимизационной задачи были разработаны два алгоритма: 

алгоритм, основанный на построении кривой уровня, и градиентный.  
Алгоритм, основанный на построении кривой уровня, предполагает вы-

ражение одного из аргументов и определение частных производных получен-
ной функции. Значения частных производных в полученных на каждой из ите-
раций точках используются для определения соотношения изменений аргумен-
тов. Алгоритм включает следующие шаги (исходное значение переменных 
x̂ x , начальный номер итерации s = 1):  

Шаг 1. Выражение k-го аргумента kx  через остальные аргументы: 
*

1 1 1( ) ( ; ,..., , ,... )k k k k nx x y x x x x   . 
Шаг 2. Вычисление частных производных по каждому из аргументов 

функции k .   
Шаг 3. Решение системы уравнений:  

*
1 1 2 2

( ) , 1,..., ; ,

( , ,..., ) .

i k

k i

n n

x x i n i k
x x

f x x x x x x y

      
       



 

Шаг 4. Проверка окончания работы алгоритма: если 2s  и абсолютное 
изменение нормы приращений аргументов меньше заданной точности  :  

 21
1

n

is is
i

x x 


     , 

либо квадрат эвклидовой метрики (значение целевой функции) увеличился по 
сравнению с предыдущим шагом:    
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2 2
1

1 1

n n

is is
i i

x x 
 
    , 

то алгоритм завершается. Иначе ˆi i ix x x   , s = s + 1, переход на шаг 1.   
Однако представленный алгоритм может быть использован для ограни-

ченного круга задач по причине того, что не всегда можно выразить один аргу-
мент через оставшиеся аргументы.  В связи с этим для решения более сложных 
задач был разработан градиентный метод. Основная идея заключается в изме-
нении аргументов функции в соответствии со значениями элементов вектора 
градиента функции ограничения до достижения заданного значения результи-
рующего показателя.  

Решение обратной задачи при использовании вектора-градиента включает 
следующие шаги:  

Шаг 1. Определение направления изменения параметров. Если результи-
рующий показатель необходимо увеличить ( *y y ), то используются элементы 
вектора-градиента (t = 1), если уменьшить ( *y y ) – антиградиента (t = –1).  

Шаг 2. Определить необходимые приращения аргументов ix  для дости-
жения заданного значения функции *y   путем решения системы уравнений:  

*

( )

; 1.. , ,( )

( ) ,

i
i

f xt
x x

i n if xx t
x

f x y

  

  
     
 


 

 

где  – номер аргумента, выбранного в качестве базового.  
Шаг 3. Определить новые значения аргументов функции:  

*
i i ix x x  .  

Таким образом, решение задачи также сводится к решению системы 
уравнений. Данный метод показал высокую точность при линейной функции 
зависимости результирующего показателя от аргументов, при нелинейных 
функциях, происходит изменение направления наибольшего возраста-
ния/убывания функции, вследствие чего, данный метод может иметь большую 
погрешность.  

В связи с этим на основе данных алгоритмов были разработаны итераци-
онные алгоритмы, предполагающие пошаговое изменение аргументов в соот-
ветствии с некоторым параметром  до достижения результирующим показате-
лем заданного значения. Изменение осуществляется с помощью итерационных 
формул до выполнения условия останова: значение целевой функции увеличи-
лось по сравнению с предыдущим шагом либо значение результирующего пока-
зателя соответствует заданному с установленной точностью. Для алгоритма на 
основе формирования кривой уровня итерационные формулы имеют вид:  



15 
 

 

*

*

,

, , 1.. .

k k

i
i i

i

x x t
x

x x t i k i n
x






  


     



   

При использовании градиентного метода итерационная формула имеет 
вид: 

 * .i
i i

i

f x
x x t

x



   


 

Разработанные алгоритмы не требуют по сравнению с классическим 
методом штрафов многократной оптимизации модифицированной функции, 
вследствие чего обеспечивают экономию ресурсов при решении задачи. В главе 
представлены результаты сравнения методов по числу арифметических 
операций и времени решения задачи. 

На рисунке 4 для оценки временной сложности представлено изменение 
времени решения в зависимости от размера задачи (мультипликативная 
нелинейная модель). Можно увидеть, что скорость роста времени решения 
задачи выше для итерационного алгоритма на основе формирования кривой 
уровня. Однако данный алгоритм обеспечивает меньшее значение абсолютной 
погрешности.  
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Рисунок 4 – График изменения времени решения задачи в зависимости от числа 

аргументов 
 
Метод решения задачи на основе минимизации суммы модулей изменений 

аргументов предназначен для решения обратных задач вида:  

1
( ) min,

( ) .

n
n

i
g x x

f x y y


   

   
 

Алгоритм решения задачи включает следующие шаги:  
Шаг 1. Используя исходные данные, вычислить величину функции 

ограничения f (x) и сравнить с заданным значением y + y:  
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Если f (x) < y + y, то изменение аргументов необходимо выполнить в 
направлении увеличения величины функции ограничения (направлении 
вектора-градиента): t=1.  

Если f (x) > y + y, то изменение аргументов необходимо выполнить в 
направлении уменьшения величины функции ограничения (направлении 
вектора-антиградиента): t = –1.  

Шаг 2. Определить абсолютную разницу между величиной функции 
ограничения и заданным значением y + y: 

 0 .d f x y y    

Шаг 3. Вычислить величины ci ( i
i

fc
x





) и определить номер аргумента 

k, для которого величина ck максимальна (  maxk i
i

c c ). Определить новое 

значение аргумента путем движения в сторону градиента/антиградиента:  
* .k k kx x t c       

Шаг 4. Вычислить значение функции ограничения f (xi
*) и отклонение d1 

от заданного значения y + y.  
Проверка: если d1 > d0 или d1 меньше заданной точности, то работа 

алгоритма завершается. Иначе d0 = d1, xk = x*
k, переход на шаг 3. 

Решением задачи будут значения x.  
В случае линейного ограничения задача решается в одну итерацию путем 

поиска аргумента для изменения и решения уравнения относительно этого 
аргумента. 

В главе также представлено применение разработанных алгоритмов для 
решения задач с использованием тестовых моделей (таблица 2, 3).  

 
 

Таблица 2 – Решение задач по формированию показателей при минимизации 
суммы квадратов изменений аргументов 
Модель Пока-

затель 
Итерационный 
градиентный ал-
горитм 

Итерационный алгоритм 
на основе формирования 
кривой заданного уров-
ня, =10-3 

Функция 
Mathcad 

Аддитивная  x1 34 34 34 
x2 34 34 34 
x3 34 34 34 
x4 34 34 34 
x5 34 34 34 
g 5780 5780 5780 
d 0 0 0 
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Модель Пока-
затель 

Итерационный 
градиентный ал-
горитм 

Итерационный алгоритм 
на основе формирования 
кривой заданного уров-
ня, =10-3 

Функция 
Mathcad 

Мульти-
пликатив-
ная, a=10-13 
 

x1 0,5131 0,51491 0,51512 
x2 0,20162 0,20667 0,20672 
x3 0,5131 0,51512 0,51512 
x4 0,63279 0,62796 0,62778 
g 0,967594 0,967533 0,967533 
d 3,5·10-6 1,7·10-5 9,4·10-4 

Мульти-
пликатив-
но-
аддитивная 

x1 4,045 4,192 4,19187 
x2 7,66592 7,58462 7,58467 
x3 –0,07517 –0,0728 –0,0728 
x4 –0,07517 –0,0728 –0,0728 
g 75,140 75,10959 75,10957 
d 8,5·10-7 2,8·10-7 8,9·10-5 

 
Таблица 3 – Решение задач по формированию показателей при минимизации 
суммы абсолютных значений изменений аргументов 
Модель Показатель Предложенный  метод Функция Mathcad 
Аддитивная  x1 34 34 

x2 34 34 
x3 34 34 
x4 34 34 
x5 34 34 
g 170 170 
d 0 0 

Мультипликативная 
 

x1 0 0 
x2 0 0 
x3 0 0 
x4 1,615385 1,615013 
g 1,615385 1,615399 
d 0 5,9·10-4 

Нелинейная адди-
тивная 

x1 0 0 
x2 0 0 
x3 1,126161 1,126164 
g 1,126161 1,126164 
d 0 9,4·10-7 

Мультипликативная 
нелинейная 

x1 1,672 1,673 
x2 1,053 1,051 
g 2,7248 2,7249 
d 2·10-6 5·10-6 
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Модель Показатель Предложенный  метод Функция Mathcad 
Аддитивно-
мультипликативная 

x1 0 0 
x2 10 10 
x3 0 0 
x4 0 0 
g 10 10,0005 
d 0 2·10-4 

   
В четвертой главе «Алгоритмы решения задач нелинейного 

программирования» рассматривается использование и модификация 
разработанных алгоритмов решения обратных задач для решения обратных 
задач с использованием коэффициентов относительной важности, а также 
оптимизационных задач более широкого круга.  

Алгоритм решения оптимизационных задач нелинейного 
программирования с одним ограничением предназначен для решения задач 
вида:  

*

( ) min,

( ) ,

g x

f x y




 

где g (x) – нелинейная функция, частные производные которой являются 
одномерными функциями. 

Основное отличие решения такой задачи от градиентного алгоритма 
решения обратной задачи заключается в том, что в качестве начальных 
значений аргументов используются величины, полученные путем безусловной 
оптимизации целевой функции, а также в учёте влияния изменения аргументов 
на величину целевой функции, что выражается в делении элемента вектора-
градиента на вторую производную. Алгоритм будет включать шаги:  

Шаг 1. Осуществить безусловную оптимизацию целевой функции g(x), в 
результате последующего использования обратных вычислений происходит 
корректировка полученных значений аргументов x*. Т.е. вместо исходных 
значений x, применяемых в обратной задаче, используются значения, 
полученные в результате безусловной оптимизации целевой функции g(x).  

Шаг 2. Выполнить решение обратной задачи по формированию заданного 
значения y*. При этом необходимо выполнить корректировку, которая отражает 
влияние изменения аргумента на изменение целевой функции. Данная операция 
выполняется путем деления частных производных функции ограничения 
первого порядка на частные производные второго порядка целевой функции: 
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Алгоритм решения оптимизационных задач нелинейного 
программирования при нескольких ограничениях подразумевает преобразование 
ограничений в одно и последующее использование алгоритма решения 
оптимизационных задач при одном ограничении. Для этого могут быть 
рассмотрены два способа:  

1. замена переменных: последовательное выражение переменной из 
одного ограничения и подстановка её во второе ограничение и целевую 
функцию; 

2. формирование ограничения в виде суммы квадратов разницы между 
функцией ограничения и её заданным значением (r – число ограничений):  

   2 2* * * * *
1 1( ) ( ) ... ( )r rf x x f x x y f x x y           . 

В главе также представлены итерационные алгоритмы решения 
оптимизационных задач нелинейного программирования. В итерационных 
алгоритмах решение обратной задачи осуществляется с помощью 
последовательных вычислений по итерационной формуле:  

 

 

*

* *
2 *

2

.

i

i
i i

i

i

f x

xx x t
g x

x






   





 

В главе представлены примеры решения классических оптимизационных 
задач с использованием разработанных алгоритмов, а также результаты 
применения математического пакета.   

В пятой главе «Оптимизационные модели и алгоритмы решения 
обратной задачи с использованием коэффициентов относительной 
важности» приведены оптимизационные модели и алгоритмы для решения 
классической обратной задачи с использованием коэффициентов 
относительной важности, а также для решения задачи при использовании 
переменных в расчёте нескольких показателей.   

Оптимизационная модель решения обратной задачи при максимальном 
соответствии целеполаганию в виде заданной экспертной информации имеет 
вид:  
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Целевая функция отражает соответствие полученного решения 
коэффициентам относительной важности, а ограничение – равенство 
результирующего показателя заданному значению.  

Разработанные и представленные в третьей главе алгоритмы решения 
задач нелинейного программирования имеют ограничение, согласно которому 
частные производные целевой функции должны быть одномерными 
функциями. Для обратной задачи при максимальном соответствии 
целеполаганию в виде заданной экспертной информации данное условие не 
выполняется, поэтому была выполнена модификация алгоритма:  

Шаг 1. Установить начальное значение изменения j-го аргумента xj, 
номер итерации k=0, шаг h изменения переменной xj. 

Шаг 2. Выполнить безусловную оптимизацию целевой функции g(x) при 
фиксированном значении xj. Полученные значения x используются для 
дальнейшей корректировки.  

Шаг 3. Используя итерационную формулу выполнить изменение 
значений аргументов ( i j ):  

*
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i i
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f x
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g x
x



 
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Шаг 4. Проверка: если d (xi
*) > d (xi) (где d (x)=  ( )f x y y   ),  то k = 

k+1, ( )kg g x  , переход на шаг 5. Иначе: *
i ix x   , переход на шаг 3. 

Шаг 5. Проверка: если k > 1 и 1k kg g  , то завершение работы алгоритма, 
иначе изменение переменной xj  на шаг h, переход на шаг 2. 

В качестве решения задачи принимаются значения x на k–1 шаге.  
Величина шага h определяет точность полученного решения, с 

увеличением величины шага ошибка вычислений также будет увеличиваться.    
В отличие от аппарата обратных вычислений представление задачи в виде 

оптимизационной позволяет найти решение, соответствующее заданному 
значению результирующего показателя в случае, когда коэффициенты 
относительной важности не позволяют достичь поставленной цели и требуется 
их корректировка.  

Оптимизационная модель решения обратной задачи при использовании 
показателей в нескольких функциях расчёта имеет вид:  

( ) min,
( ) .i i i

g x
f x y y
 
   
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Количество функций f  определяется числом показателей, значения 
которые необходимо сформировать.  

В случае использования коэффициентов относительной важности может 
быть рассмотрено два способа решения задачи. Первый способ заключается в 
формировании целевой функции, характеризующей степень отклонения 
соотношения полученных изменений аргументов от соотношения 
коэффициентов относительной важности, установленных экспертом. Таким 
образом, для всех подзадач формируется единая задача нелинейного 
программирования. Второй способ заключается в отдельном решении каждой 
подзадачи. Далее выполняется последующая корректировка аргументов при 
минимизации суммы квадратов изменений аргументов.  

Шестая глава «Алгоритмы и структура программы решения 
обратных задач» посвящена разработке программного обеспечения для 
решения задач на основе обратных вычислений. Приведены существующие 
подходы к разработке программ.    

Рассматривается использование объектно-ориентированного анализа для 
создания инструмента решения обратных задач, который с одной стороны 
обеспечивал бы решение специфических задач в предметной области, а с дру-
гой – гибкую модификацию, расширяемость, т.е. наращивание функциональ-
ных возможностей. Для разработки программы решения обратных задач был 
использован подход, предполагающий декомпозицию дерева цели и представ-
ление показателей в виде графа (рисунок 5).  

 
Рисунок 5 – Этапы системы решения обратных задач 

 

Этап 1 

Показатель 1 

Этап 1,1 

Показатель 1,1 

Этап 1,2 

Показатель 1,2 

Этап 1,n 

Показатель 1,n 

Этап m,1 

Показатель m,1 

Этап m,2 

Показатель m,2 

Этап m+1 

… 
… 

… 



22 
 

Представлено описание алгоритма для решения общей задачи формиро-
вания результирующего показателя дерева цели. Рассмотрено два варианта ал-
горитма: одновременное изменение аргументов (алгоритм минимизации суммы 
квадратов изменений аргументов, алгоритм максимизации соответствия экс-
пертным целеполаганиям) (рисунок 6) и выбор аргумента для изменения (алго-
ритм минимизации суммы модулей изменений аргументов, стохастический ал-
горитм).  

Условие останова  
алгоритма выполнено? 

Значение удовлетворяет 
 ограничениям или произошло  
«позитивное» изменение? 

Начало 
  

Выход 

Вычисление нормированных значений 
коэффициентов относительной важности 

Вычисление нового значения i-го узла 

Да 

Нет 

Присвоение узлу i нового значения, 
включение признака возможности 

использования в расчётах узлов-потомков 

Да 

Нет 

i от 1 до число узлов-
потомков 

Отключение признака 
возможности 

использования в 
расчётах узла i  

Ограничения  
выполняются? 

Да 

Присвоение 
аргументу 
граничного 
значения 

Нет 

 
Рисунок 6 – Алгоритм решения обратной задачи при одновременном изменении 

аргументов 
 

 
На рисунке 7 представлена диаграмма классов. Каждый этап является 

объектом класса Узел, который может ссылаться на любое количество узлов-
предков и узлов-потомков. Класс Узел для решения своей задачи содержит 
ссылку на абстрактный класс Расчёт. Реализация алгоритмов решения обрат-
ных и прямых задач выполняется в классах наследниках Расчёт. Каждый объ-
ект класса Узел содержит ссылку на объект наследник класса Расчёт, таким 
образом, для вершины устанавливается способ решения прямой и обратной за-
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дачи. В частности, в методах «расчётОбр» реализованы итерационные фор-
мулы расчёта, используемые для решения обратной задачи. Методы «вызов-
Потомков» и «вызовПредков» предназначены для рекурсивного обхода 
графа/дерева. Алгоритм решения обратной задачи с учётом ограничений реали-
зован в методе «решение», который вызывается при реализации рекурсивного 
обхода.   

 

 
Рисунок 7 – Структура классов 

 
После решения обратной задачи также могут возникать задачи корректи-

ровки (например, в случае использования показателя в разных функциях расчё-
та) и обработки результатов (при необходимости вычисления новых показате-
лей и проверки достижимости полученных значений). Таким образом, решение 
обратной задачи включает прохождение трех уровней, на каждом из которых 
формируется своё дерево/граф (рисунок 8).  

 
Рисунок 8 – Уровни системы решения обратных задач 

 
Также рассмотрен алгоритм в случае зависимости между аргументами 

функции, представленной в виде регрессионного уравнения, которое 
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используется для проверки достижимости результата. 
В седьмой главе «Проблемно-ориентированное программное 

обеспечение решения задач на основе обратных вычислений» приведено 
описание использования предложенного подхода для разработки двух 
программ: программы формирования прибыли и программы формирования 
интегрального показателя.  

На рисунке 9 представлено дерево показателей задачи формирования 
прибыли.  

 
 

Рисунок 9 – Дерево цели задачи формирования прибыли 
 
Дерево цели программы формирования интегрального показателя 

приведено на рисунке 10.  

 

Интегральный 
показатель 
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Индикатор 
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1 

Индикатор 
mn 

… … 

1 2 
3 

1,1 1,m1 n,1 n,mn 

 
Рисунок 10 – Дерево цели задачи формировании интегрального показателя  
 
Последовательность решения задачи определения интегрального показа-

теля представляется в виде графа, который содержит узлы трех типов: группа, 
индикатор и конечный узел. Узлы типа «Индикатор» хранят исходные значения 
показателей и выполняют их нормировку, а также возврат к исходным значени-
ям. Кроме того, в узлах такого типа осуществляется выбор значения для ис-
пользования в расчётах (порядковый номер в списке либо прогнозное значе-
ние). Вершины «Группы» предназначены для преобразования значений своих 
потомков в единую интегральную характеристику. При этом также может быть 
выполнена нормировка c использованием значений узлов-потомков.   
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Обход графа подразумевает обратный ход и прямой. В процессе прямого 
хода снизу/вверх осуществляется нормирование индикаторов и формирование 
интегральной характеристики каждого уровня. При прямом ходе вычисление 
узлов осуществляется последовательно, конечный узел является фиктивным и 
предназначен для запуска рекурсивной процедуры обхода графа, которая под-
разумевает вычисление текущей вершины только в том случае, если рассчита-
ны все её потомки. Обратный ход сверху/вниз запускается для узлов-групп, он 
предназначен для решения обратной задачи по определению значений узлов-
потомков. При обратном ходе вычисление узлов, относящихся к одному пред-
ку, осуществляется параллельно. 

Рассмотрено применение подхода для создания трех программ: програм-
мы оценки и прогнозирования уровня социально-экономического развития ре-
гиона, программы оценки групп социальной сети для реализации маркетинго-
вых мероприятий, программы оценки момента времени размещения сообщения 
в социальной сети.  Работоспособность созданных программ подтверждает реа-
лизуемость предложенного подхода.   

В заключении представлены основные результаты работы:  
1. На основе анализа существующих подходов к решению обратных 

задач обоснована актуальность задачи разработки моделей, методов и 
алгоритмов решения задач на основе обратных вычислений. 

2. С использованием литературных источников выбраны тестовые 
модели.  

3. Разработан метод решения задач с использованием обратных 
вычислений на основе построения уравнения зависимости между аргументами 
функции. При использовании данного метода отсутствует необходимость 
проверки согласованности дополнительной информации, поступающей от 
специалиста: соответствия поставленной цели коэффициентам относительной 
важности и направлениям их изменения.  

4. Для решения задач на основе обратных вычислений с 
ограничениями разработан стохастический метод, основанный на 
последовательном изменении результирующей величины и выбора аргумента 
для достижения результата с помощью моделирования полной группы 
несовместных событий.  

5. Разработаны оптимизационные модели для решения задач с 
использованием обратных вычислений, где в качестве целевой функции 
рассматривается мера отдаленности от исходных значений входных 
параметров. Разработаны методы и алгоритмы, в том числе итерационные, для 
решения обратных задач на основе минимизации суммы квадратов аргументов 
и минимизации суммы абсолютных изменений аргументов.  

6. Предложены модели и алгоритмы решения задач на основе 
обратных вычислений при максимизации соответствия экспертным 
целеполаганиям, а также при участии переменных в расчете нескольких 
показателей. Приведены результаты решения с помощью разработанного 
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алгоритма классических задач оптимизации: закупок, цены, портфеля ценных 
бумаг, запасов предприятия 

7. На основе объектно-ориентированного подхода разработана 
структура программного обеспечения решения задач с использованием 
обратных вычислений, основанная на формировании дерева цели. Предложен 
алгоритм для решения общей задачи формирования результирующего 
показателя дерева цели.  

8. Рассмотрена реализация предложенной структуры для создания 
программ: формирования прибыли и формирования интегрального показателя. 
Использование выбранного подхода обуславливает возможность гибкой 
модификации и расширения системы. 

9. Проведенные вычислительные эксперименты по формированию 
стандартных экономических показателей, разработанных показателей и 
решению классических оптимизационных задач показали соответствие 
результатов, полученных с помощью разработанных методов и алгоритмов, и 
решения с применением классических методов, а также математических 
пакетов. 
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